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FOREWORD 


有 限 元 法 从 20 世纪 50 年 代 中 期 发 展 至 今 ,已 成 为 工程 实际 中 最 有 效 、 应 用 最 广 的 一 种 
数值 方法 ,已 在 教学 科研 及 工程 应 用 中 普及 使 用 ,并 取得 了 丰硕 成 果 。 

2018 年 6 月 “新 时 代 全 国 高 等 学 校本 科教 育 工作 会 议 ? 在 四 川 大 学 召开 ,教育 部 党 组 
书记 、 部 长 陈 宝 生 在 会 议 的 讲话 中 明确 指出 :“ 要 着 力 推进 课程 内 容 更 新 ,将 学 科研 究 新 进 
展 、 实 践 发 展 新 经 验 、 社 会 需求 新 变化 及 时 纳入 教材 。" 本 书 中 有 限 元 建 模 技术 .有 限 元 可 视 
化 程序 设计 就 是 根据 实践 发 展 新 经 验 、 社 会 需求 新 变化 纳入 有 限 元 教材 中 的 新 内 容 。 目 前 
尚未 发 现 与 本 教材 中 有 限 元 建 模 实例 与 有 限 元 可 视 化 程序 设计 方面 类 似 的 书籍 。 

有 限 元 理论 和 有 限 元 软件 之 间 存 在 着 巨大 鸿沟 ,而 有 限 元 模型 就 是 在 这 一 鸿沟 上 架 起 
的 桥梁 。 利 用 有 限 元 理论 建立 正确 合理 的 有 限 元 模型 已 成 为 衡量 工程 技术 人 员 有 限 元 应 用 
水 平 的 重要 标志 。 没 有 正确 的 有 限 元 模型 ,无 法 达到 应 用 商用 有 限 元 软件 解决 工程 实际 问 
题 的 目的 。 在 新 工科 背景 下 ,掌握 有 限 元 建 模 技术 对 提高 学 生 应 用 有 限 元 方法 解决 工程 实 
际 问题 的 能 力 起 到 决定 性 的 作用 。 

有 限 元 程序 设计 作为 有 限 元 理论 实现 的 一 部 分 ,一 直 作为 有 限 元 教材 的 重要 内 容 , 但 到 
目前 为 止 ,有 限 元 程序 设计 仍 停留 在 数据 文件 时 代 , 不 能 满足 随时 可 以 看 到 结果 ,程序 与 结 
果 调 整 同步 的 可 视 化 社会 需求 。 可 视 化 技术 的 发 展 与 相应 有 限 元 商用 软件 极 具 诱惑 的 前 后 
处 理 功 能 已 为 有 限 元 程序 设计 提供 很 好 的 参考 ,推广 可 视 化 程序 设计 ,对 创新 能 力 培养 将 起 
到 积极 作用 。 

本 书 力求 提供 具有 现代 特色 的 教学 内 容 。 在 教材 的 编写 上 ,做 到 阐述 简明 扼要 ,深入 浅 
出 。 在 教材 的 内 容 体 系 上 ,综合 考虑 有 限 元 方法 的 基本 原理 \、 建 模 技 术 、 可 视 化 程序 设计 方 
法 ,使 学 生 在 学 习 原理 的 基础 上 ,一 方面 学 会 建 模 方法 ,为 应 用 商用 有 限 元 软件 架 起 桥梁 ,一 
方面 学 习 可 视 化 编程 技术 ,为 学 生 开发 特定 问题 的 可 视 化 应 用 软件 提供 完整 的 操作 示范 。 
使 学 生 在 实践 基础 上 深刻 理解 和 掌握 有 限 元 原理 ,达到 使 用 有 限 元 软件 与 开发 新 软件 解决 
工程 实际 问题 的 目的 。 

本 书 结合 编著 者 20 多 年 来 的 教学 经 验 及 丰富 的 商用 有 限 元 软件 应 用 经 验 , 以 近 几 年 工 
程 力学 专业 本 科 生 使 用 的 讲义 为 蓝本 编写 而 成 。 在 编写 过 程 中 ,主要 参考 了 梁 清香 、 张 根 全 
编著 的 (有 限 元 与 MARC 实现 光 机 械 工业 出 版 社 ,2003 年 1 月 ) 和 梁 清香 主编 的 (有 限 元 与 
MARC 实现 ) 第 2 版 (机 械 工 业 出 版 社 ,2005 年 4 月 ), 同 时 还 参阅 了 国内 有 关 教 材 和 网 上 图 
片 ,在 此 一 并 致谢 。 


有 限 元 原理 与 程序 可 视 化 设计 
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全 书 内 容 共 3 篇 12 章 。 第 1 章 至 第 8 章 介 绍 有 限 元 基本 原理 ,循序 渐进 地 阐述 弹性 问 
题 , 弹 塑性 问题 结构 动力 问题 的 有 限 元 理论 ,使 读者 了 解 工 程 中 常见 结构 静 力 分 析 与 动力 
分 析 的 有 限 元 原理 。 第 9 章 至 第 10 章 介绍 有 限 元 建 模 知识 ,并 通过 例题 分 析 给 出 有 限 元 模 
型 图 示 。 第 11 章 至 第 12 章 介 绍 有 限 元 可 视 化 编程 技术 ,并 附 例 题 的 VB 源 程序 与 详细 解 
读 。 第 1 章 至 第 10 章 提供 适当 数量 习题 ,配合 教学 使 用 。 

本 书 由 梁 清香 主编 。 其 中 第 1 章 、 第 2 章 、 第 4 章 , 第 5 章 . 第 6 章 . 第 9 章 . 第 10 章 由 
梁 清香 编著 ,第 3 章 由 页 有 编著 ,第 7 章 由 张 伟 伟 编著 ,第 8 章 由 陈 慧 琴 编著 ,第 11 章 、 第 12 
章 由 刘 利 亭 编著 ,全 书 由 梁 清香 统 稿 审定 。 

本 书 的 编写 工作 得 到 太原 科技 大 学 工程 力学 2017 山西 省 优势 专业 建设 项 目的 资助 ,在 
此 表示 衷心 感谢 。 

在 本 书 编写 过 程 中 得 到 多 方面 的 关心 和 支持 ,北京 理工 大 学 宁 建国 教授 、 太 原理 工大 学 
王志华 教授 对 本 书 提出 了 许多 有 益 的 建议 ,在 此 深 表 感谢 。 清 华 大 学 出 版 社 有 关 工 作 人 员 
对 本 书 的 出 版 做 了 大 量 工作 , 谨 此 表示 诚挚 的 谢意 。 

教材 中 有 限 元 建 模 例题 的 分 析 与 图 示 、 有 限 元 可 视 化 程序 设计 都 是 首次 尝试 ,难免 有 不 
尽 如 人 意 之 处 ; 限于 编者 水 平 , 书 中 的 朴 漏 与 不 妥 之 处 也 在 所 难免 ,欢迎 读者 指正 。 


编者 
2018 年 9 月 
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第 1 篇 


有 限 元 原理 


有 限 元 法 概述 


有 限 元 法 (finite element method, FEM) 是 工程 领域 中 应 用 最 广泛 的 一 种 数值 计算 方 
法 。 经 过 近 60 年 的 发 展 , 有 限 元 法 理论 至 趋 完善 ,应 用 几乎 遍及 所 有 的 工程 技术 领域 。 综 
合 有 限 元 理论 ,计算 数学 、 计 算 机 图 形 学 和 优化 技术 ,开发 出 了 一 大 批 通 用 与 专用 有 限 元 软 
件 , 它 们 以 功能 强 、 用 户 使 用 方便 技术 结果 可 靠 和 效率 高 而 成 为 新 的 技术 产品 ,使 用 这 些 软 
件 已 经 成 功 地 解决 了 机 械 、 建 筑 .材料 加 工 、 航 空 航天 、 造 船 \. 核 能 、 声 学、 电磁 学 等 工程 领域 
的 诸多 难题 。 有 限 元 软件 已 经 成 为 推动 科技 进步 和 社会 发 展 的 生产 力 , 并 且 取 得 了 巨大 的 
经 济 和 社会 效益 。 


1.1 有 限 元 法 的 发 展 概况 


有 限 元 法 基本 思想 的 提出 ,可 以 追溯 到 Courant 在 1943 年 的 工作 ,他 第 一 次 尝试 应 用 
定义 在 三 角形 区 域 的 分 片 连续 函数 和 最 小 势能 原理 求解 圣 维 南 (St. Venant) 扭 转 问题 。 

现代 有 限 元 法 第 一 个 成 功 的 尝试 ,是 将 刚 架 位 移 法 推广 应 用 于 弹性 力学 平面 问题 ,这 是 
Turner、Clough 等 人 在 分 析 飞 机 结构 时 于 1956 年 得 到 的 成 果 。 他 们 第 一 次 给 出 了 用 三 角 
形 单元 求 平面 应 力 问 题 的 正确 解答 ,打开 了 利用 计算 机 求解 复杂 问题 的 新 局 面 。1960 年 
Clough 将 这 种 方法 命名 为 有 限 元 法 。 

1963 一 1964 年 ,Besseling、Melosh 和 Jones 等 人 证 明了 有 限 元 法 是 基于 变 分 原理 的 里 
效 (CRitz) 法 的 另 一 种 形式 ,从 而 使 里 效法 分 析 的 所 有 理论 基础 都 适用 于 有 限 元 法 ,确认 了 有 
限 元 法 是 处 理 连 续 介质 问题 的 一 种 普遍 方法 。 利 用 变 分 原理 建立 有 限 元 方程 和 经 典 里 效法 
的 主要 区 别 是 ,有 限 元 法 假设 的 近似 函数 不 是 在 全 求解 域 上 给 出 的 ,而 是 在 单元 上 给 出 的 ， 
而 且 事 先 不 要 求 满足 任何 边界 条 件 , 因 此 它 可 以 用 来 处 理 很 复杂 的 连续 介质 问题 。 

有 限 元 法 在 工程 中 应 用 的 巨大 成 功 , 引 起 了 数学 界 的 关注 。20 世纪 60 年 代 至 70 年 
代 , 数 学 工作 者 对 有 限 元 法 的 误差 , 解 的 收敛 性 和 稳定 性 等 进行 了 卓有成效 的 研究 ,从 而 巩 
固 了 有 限 元 法 的 数学 基础 。 我 国 数学 家 汉 康 在 60 年 代 研 究 变 分 问题 的 差分 格式 时 ,也 独立 
地 提出 了 分 片 插值 的 思想 ,为 有 限 元 法 的 创立 做 出 了 贡献 。 

近 60 年 来 .有限 元 法 的 应 用 已 由 平面 问题 扩展 到 空间 问题 、 板 壳 问 题 ` 组 合 结构 ,由 藉 
力 问 题 扩 展 到 稳定 问题 .动力 问题 和 波动 问题 。 分 析 对 象 从 弹性 材料 扩展 到 塑性 、 黏 弹性 、 
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和 狐 塑 性 和 复合 材料 等 。 研 究 领域 从 固体 力学 扩展 到 流体 力学 、 传 热学 电磁 学 、 声 学 等 领域 ， 
由 单一 物理 场 的 求解 扩展 到 多 物理 场 的 耦合 ,结构 尺寸 从 宏观 扩展 到 微观 。 在 工程 分 析 中 
的 作用 已 从 分 析 和 校 核 扩 展 到 新 产品 设计 。 随 着 计算 机 的 发 展 ,应 用 基于 有 限 元 法 的 计算 
机 辅助 工程 (CAE) 的 方法 越 来 越 普 及 ,已 成 为 飞机 、 高 层 建筑 .大 型 桥梁 、 高 速 列 车 等 大 型 
结构 设计 的 主流 工具 ,特别 是 对 一 些 目前 还 不 能 采用 试验 方法 研究 的 微观 结构 性 能 的 分 析 
与 预测 ,成 为 新 材料 研制 的 有 效 手段 。 可 以 预测 , 随 着 现代 力学 、 计 算数 学 和 计算 机 技术 等 
学 科 的 发 展 , 有 限 元 法 作为 一 个 具有 巩固 理论 基础 和 广泛 应 用 效力 的 数值 分 析 工 具 , 必 将 在 
国民 经 济 建设 和 科学 技术 发 展 中 发 挥 更 大 的 作用 ,其 自身 亦 将 得 到 进一步 的 发 展 和 完善 。 


1.2 ”有 限 元 法 的 主要 优点 


有 限 元 法 能 迅速 成 为 现代 工业 与 工程 技术 密 不 可 分 的 一 个 组 成 部 分 ,除了 依赖 于 现代 
工业 化 技术 发 展 需 要 的 大 环境 之 外 ,有 限 元 法 本 身 具 有 的 许多 优点 也 吸引 了 大 量 的 理论 研 
究 人 员 和 应 用 工程 技术 人 员 。 它 的 主要 优点 是 : 

(1) 应 用 范围 广泛 。 有 限 元 法 已 能 成 功 地 求解 固体 力学 、 流 体力 学 、 温 度 场 、 电 磁场 、 声 
场 .多 场 看 合 等 领域 的 各 类 线性 、 非 线性 问题 。 它 几乎 适应 于 求解 所 有 的 连续 介质 和 场 问 
题 ,目前 已 渗透 到 微观 结构 领域 。 

(2) 软件 功能 强大 。 有 限 元 软件 已 经 成 功 地 解决 了 许多 领域 的 工程 计算 难题 。 与 其 他 
CAD 软件 的 无 缝 连接 及 不 断 完善 的 前 后 处 理 功 能 ,使 有 限 元 法 的 使 用 范围 不 断 扩充 。 

(3) 描述 简单 ,便于 推广 。 有 限 元 法 采用 和 矩阵 形式 表示 ,使 问题 的 描述 简单 化 ,使 求解 
问题 的 方法 规范 化 ,便于 编制 计算 机 程序 。 


1.3 ”有 限 元 法 在 工程 中 的 应 用 


有 限 元 法 在 工程 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ,主要 应 用 范围 体现 在 如 下 四 个 方面 。 

1. 新 产品 设计 

由 有 限 元 法 设计 产品 ,能 缩短 新 产品 的 研制 周期 ,减少 成 本 ,降低 出 错 返工 率 ; 而 仿真 
驱动 产品 研发 ,也 将 许多 工程 带 到 更 高 境界 。 

1990 年 10 月 ,美国 波音 公司 采用 有 限 元 软件 对 新 型 客机 B-777 实现 了 完全 数字 化 设 
计 , 并 试飞 成 功 。 现 在 ,基于 有 限 元 方法 的 CAE 已 成 为 飞机 结构 设计 的 主流 工具 。 图 1-1 
为 飞机 整 机 有 限 元 网 格 。 

同样 ,在 卫星 结构 设计 过 程 中 ,不 可 避免 地 
要 根据 各 方面 的 要 求 不 断 修改 尺寸 和 材料 , 优 
化 卫星 结构 ,而 如 何 修改 和 修改 的 效果 如 何 ,都 
要 进行 有 限 元 仿真 计算 ; 汽车 产品 研发 初期 ， 
用 有 限 元 法 对 汽车 零 部 件 、 总 成 、 系 统 、 整 车 进 
行 模拟 分 析 , 可 以 及 时 发 现 产品 设计 中 的 隐患 ， 
优化 结构 ,从 而 降低 汽车 制造 和 试验 成 本 ,使 新 
产品 早日 投入 市 场 ,增强 企业 的 竞争 力 ; 在 金 图 1]-1 飞机 整 机 有 限 元 网 格 
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属 成 形 领域 ,新 产品 设计 前 先进 行 模 拟 仿真 ,通过 分 析 金 属 成 形 工 艺 和 热处理 工艺 ,对 加 工 
过 程 中 材料 流动 .模具 充填 、 成 形 载荷 .缺陷 形成 等 积累 更 多 的 知识 ,从 而 优化 加 工 过 程 , 提 
高 产品 成 形 质量 。 目 前 某 些 特殊 用 途 的 异形 钢管 就 是 模拟 仿真 后 出 现 的 新 产品 。 

2. 现 有 产品 的 改进 与 修复 

对 现 有 产品 的 改进 设计 包括 结构 、 材 料 等 方面 的 改进 ,使 改进 后 的 产品 在 满足 强度 、 刚 
度 、 稳 定性 等 要 求 下 ,在 经 济 性 ,舒适 性 、 轻 量化 美观 等 方面 得 到 改进 ; 带 缺 陷 的 产品 修复 
补 强 后 ,可 以 继续 使 用 , 变 废 为 宝 。 

“ 鸟 集 ” 是 在 有 限 元 软件 平台 上 设计 与 优化 的 。 有 
关 专 家 在 修改 初步 设计 与 施工 图 设计 中 ,应 用 有 限 元 
软件 对 主 检 架 、 桩 架 柱 、 次 结构 的 布置 进行 了 调整 , 结 
构 抗 震 性 能 与 节点 构造 得 到 改善 ,并 通过 采取 一 系列 
优化 措施 ,有 效 地 减 小 了 结构 用 钢 量 ,达到 了 控制 工程 
造价 的 目的 ,取得 了 良好 的 技术 经 济 效果 。 图 1-2 所 
示 为 国家 体育 馆 “ 鸟 梨 ” 有 限 元 网 格 。 

目前 土石 坝 已 经 向 300 米 级 高 坝 发 展 , 基 坑 的 支 ”图 1-2 国家 体育 馆 * 鸟 巢 " 有 限 元 网 格 
护 问题 . 边 坡 稳定 问题 在 土石 坝 改进 设计 时 均 应 充分 
考虑 ,而 这 些 工 作 都 可 由 有 限 元 法 完成 ; 汽车 产品 批量 生产 后 ,有 限 元 分 析 主 要 解决 汽车 在 
使 用 过 程 中 发 现 的 质量 问题 ,并 提出 改进 方案 ,为 汽车 质量 改进 及 优化 提供 简单 而 行 之 有 效 
的 方法 ; 英国 Newport pagnell 的 Tickford 桥 是 一 座 世 界 上 路 今 时 间 最 久 、 最 古老 的 铸铁 公 
路 桥 , 对 该 桥 采 用 了 铺 贴 复合 材料 片 进行 加 固 修复 补 强 ; 带 裂 纹 缺 陷 的 液化 石油 气球 饶 对 
安全 运行 有 重大 影响 ,通过 有 限 元 法 补 强 分 析 , 可 以 找到 经 济 高 效 地 修复 球 饶 裂纹 并 延长 球 
钠 使 用 年 限 的 方法 ; 在 口腔 生物 力学 研究 中 ,种 植 固 位 覆盖 义齿 对 牙齿 进行 修复 补 强 主 要 
采用 有 限 元 法 。 图 1-3 所 示 为 双 江 口 坝 体 的 有 限 元 网 格 ,图 1-4 为 带 缺 陷 球 饶 的 复合 材料 
补 强 有 限 元 网 格 。 


图 1-3 双 江 口 坝 体 有 限 元 网 格 1-4” 带 缺陷 球 色 的 复合 材料 补 强 有 限 元 网 格 


3. 虚拟 试验 

采用 有 限 元 法 进行 虚拟 试验 ,以 找 出 对 产品 性 能 有 重要 影响 的 各 种 关键 因素 ,为 产品 的 
改进 提供 重要 参考 ; 同时 ,也 可 节约 大 量 时 间 ,降低 产品 的 研发 成 本 。 目 前 ,虚拟 试验 可 以 
将 计算 误差 控制 在 10% 以 内 ,能 够 满足 工程 需要 。 
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如 何 提高 车 身 的 抗 碰撞 能 力 ,是 汽车 被 动 安全 中 需要 解决 的 问题 之 一 。 过 去 美国 福特 
汽车 公司 每 开发 一 个 新 车 型 ,都 要 用 120 辆 车 进行 冲撞 试验 , 约 耗资 6000 万 美元 。 现 在 利 
用 有 限 元 法 进行 汽车 碰撞 过 程 的 模拟 ,以 节省 昂贵 的 实 车 碰撞 试验 经 费 ,是 国内 外 汽车 公司 
普遍 采用 的 一 种 方法 。 图 1-5 所 示 为 汽车 碰撞 过 程 模拟 试验 有 限 元 网 格 。 

4. 重大 事故 原因 分 析 

1983 年 ,北京 一 幢 正 在 施工 的 高 层 建筑 的 大 型 脚手架 去 塌 ,5 人 死亡 ,7 人 受伤 ; 1940 
年 ,美国 Tocoma 悬索桥 的 垮塌 事故 ,被 记载 为 20 世纪 最 严重 的 工程 设计 错误 之 一 ; 2003 
年 ,美国 哥伦比亚 号 航天 飞机 失事 ,外 部 燃料 箱 表面 泡沫 材料 安装 过 程 中 存在 的 缺陷 ,是 造 
成 事故 的 罪魁 祸首 ; 2014 年 ,浙江 某 厂 蜡 油 加 所 脱硫 及 柴油 加 氨 精 制 联合 装置 中 一 台湾 剂 
缓冲 储 饶 发 生 超 压 破坏 事故 , 缸 底 板 中 间 外 凸 变形 ,周边 底板 被 抬 起 , 储 饶 整体 向 一 侧 严 重 
倾斜 , 且 大 角 焊 缝 被 撕 裂 ,有 害 介质 大 量 外 流 , 导 致 整个 装置 停工 。 通 过 对 事故 现场 调查 , 结 
合 有 限 元 分 析 , 找 出 事故 发 生 的 直接 原因 ,提出 事故 安全 预防 措施 。 

小 到 原子 分 子 , 大 到 飞机 桥梁 ,无 论 是 整 机 、 装 配 图 还 是 零件 ,无论 是 固体 流体 .气体 还 
是 生物 体 , 均 可 由 有 限 元 法 进行 分 析 。 图 1-6 所 示 为 碳 纳米 管 分 子 结构 有 限 元 网 格 , 图 1-7 
所 示 为 烤 瓷 冠 三 维 有 限 元 网 格 ,图 1-8 所 示 为 船体 外 流 场 分 析 有 限 元 网 格 。 


图 1-5 汽车 碰撞 过 程 模拟 试验 有 限 元 网 格 图 1-6 碳 纳米 管 分 子 结构 有 限 元 网 格 


图 1-7 烤 瓷 冠 三 维 有 限 元 网 格 1-8 船体 外 流 场 分 析 有 限 元 网 格 


1.4 通用 有 限 元 软件 简介 


有 限 元 软件 是 商品 ,也 是 沟通 理论 分 析 与 工程 实际 的 桥梁 。 许 多 大 型 工程 项 目 就 是 依 
赖 于 有 限 元 软件 分 析 模拟 而 确定 实施 方案 的 ,许多 高 水 平 的 学 术 论 文 也 都 声明 所 用 的 是 某 
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某 著名 的 软件 。 这 些 软件 解决 工程 实际 问题 的 能 力 和 效率 ,在 国际 学 术 界 达成 了 共识 。 本 
节 就 常用 的 几 个 有 限 元 通用 软件 的 情况 作 简单 介绍 。 


1.4.1 通用 有 限 元 软件 的 共同 之 处 


有 限 元 法 的 高 度 通用 性 与 实用 性 导致 了 有 限 元 通用 程序 的 发 展 。50 多 年 来 ,有 限 元 通 
用 软件 的 发 展 在 数量 和 规模 上 是 惊人 的 。 一 些 通用 有 限 元 软件 在 我 国 的 现代 化 建设 中 发 挥 
了 巨大 的 作用 。 这 些 通用 有 限 元 软件 的 共同 之 处 可 归纳 为 以 下 几 点 : 

(1) 功能 强大 。 一 般 都 可 进行 多 种 物理 场 分 析 , 如 结构 分 析 、 温 度 场 分 析 、 电 磁场 分 析 、 
流 场 分 析 、 多 场 耦合 分 析 等 。 

(2) 具有 丰富 的 材料 库 。 可 以 处 理 多 种 材料 ,如 金属 .土壤 .岩石 塑料 ` 橡 胶 . 木 材 、 陶 
器 混凝土 复合 材料 等 。 

(3) 具有 多 种 自动 网 格 划分 技术 ,自动 进行 单元 形态 .求解 精度 检查 及 修正 。 

(4) 具有 强大 的 后 处 理 及 图 像 显示 功能 。 

(5) 具有 与 多 种 CAD 系统 直接 连接 的 接口 。 

(6) 具有 良好 的 用 户 开发 环境 。 

(7) 具有 良好 的 培训 和 维护 能 力 。 

(8) 技术 成 熟 ,已 推 向 市 场 多 年 ,版 本 不 断 更 新 。 


1.4.2 几 个 通用 有 限 元 软件 简介 


有 限 元 软件 从 20 世纪 70 年 代 进 和 市场, 不断 分 化 和 兼并 ,目前 形成 了 以 美国 MSC、 
ANSYS SIMULIA 三 个 公司 为 代表 的 软件 开发 商 。 他 们 具有 雄厚 的 技术 实力 和 强劲 的 发 
展 势头 ,已 经 占有 世界 有 限 元 市 场 60%~70% 的 份额 。 下 面 仅 对 三 个 公司 的 代表 软件 作 简 
要 介绍 。 

1. MSC. Marc 

MSC. Marc 软件 为 美国 MSC 公司 的 产品 。 公 司 创建 于 1963 年 ,总 部 设 在 美国 洛 杉 
矶 ,通过 不 断 的 重组 和 兼并 ,MSC 公司 已 成 为 全 球 规模 最 大 的 有 限 元 软件 公司 。Marc 软件 
原 为 美国 MARC 公司 的 产品 。MARC 公司 创建 于 1967 年 , 它 的 创始 人 是 美国 著名 的 布朗 
大 学 教授 .有 限 元 分 析 的 先驱 者 Pedro Marcel。MARC 公司 致力 于 非 线 性 有 限 元 技术 的 研 
究 、 非 线性 有 限 元 软件 的 开发 .销售 和 售后 服务 。 经 过 30 多 年 的 不 懈 努 力 , Marc 软件 得 到 
了 学 术 界 和 工业 界 的 大 力 推崇 和 广泛 应 用 ,建立 了 它 在 全 球 非 线性 有 限 元 软件 行业 的 领导 
地 位 。1999 年 6 月 ,美国 MSC 公司 收购 了 MARC 公司 ,相应 地 ,将 该 软件 更 名 为 MSC. 
Marc 软件 。MSC. Marc 软件 的 功能 也 在 不 断 得 到 扩展 。 

MSC. Marc 软件 是 功能 齐全 的 高 级 非 线 性 有 限 元 软件 , 它 具 有 先进 的 网 格 适应 技术 ， 
强大 的 二 次 开发 功能 ,优异 的 并 行 求解 算法 ,稳定 的 求解 技术 ,广泛 的 平台 适用 性 ,方便 高 效 
的 用 户 界面 ,良好 的 接口 技术 ,强大 的 分 析 功 能 ,丰富 的 材料 模型 ,丰富 的 单元 类 型 。 该 软件 
是 一 个 功能 强大 的 有 限 元 分 析 系 统 , 提 供 了 各 种 问题 的 解决 方案 。 如 非 线性 结构 分 析 ( 包 括 
非 线性 静 力 分 析 、 非 线性 瞬 态 分 析 、 非 线性 动力 分 析 、 非 线性 屈曲 分 析 \ 刚 塑性 分 析 、 黏 塑性 
分 析 、 弹 塑性 分 析 、 黏 弹性 分 析 、 超 弹性 分 析 、` 超 塑性 分 析 、 周 期 对 称 结构 分 析 、 灵 敏 度 和 优化 
分 析 、 超 单元 分 析 、 接 触 分 析 ) .失效 和 破坏 分 析 ( 包 括 断 裂 分 析 、 裂 纹 萌生 与 扩展 .复合 材料 
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的 分 层 、 韧 性 金属 损伤 和 橡胶 软化 失效 、 复 合 材料 脱 层 分 析 、 磨 损 分 析 )、 传 热 过 程 分 析 ( 包 括 
稳 态 / 瞬 态 热传导 分 析 、 强 迫 对 流传 热 分 析 、 有 接触 传 热 的 契合 分 析 ) 、 多 场 契合 分 析 ( 包 括 静 
电场 分 析 、 静 磁场 分 析 、 滑 动 轴承 分 析 ` 流 体 分 析 ,声场 分 析 、 热 -机 耦合 分 析 ` 流 - 热 - 固 耦 合 分 
析 、 热 - 电 耦 合 分 析 、 热 - 电 - 固 耦 合 分 析 、 磁 - 热 耦 合 分 析 、 磁 -结构 耦合 分 析 、 扩 散 -应 力 耦 合 分 
析 、 压 电 分 析 流体 -土壤 耦合 分 析 `. 电 磁场 耦合 分 析 ) 加工 过 程 仿真 (包括 银 造 、 挤 压 、. 冲 压 、 
超 塑 .板材 拉 深 、 粉 末 成 型 . 吹 制 . 铸 造 、 热 处 理 , 焊 接 、 切 削 、 复 合 材料 固化 等 多 种 加 工 过 程 的 
仿真 )、 热 烧 蚀 分析 等 。 

2. MSC. NASTRAN 

MSC. NASTRAN 也 是 美国 MSC 公司 的 产品 , 它 是 1966 年 美国 国家 航空 航天 局 
(NASA) 为 了 满足 当时 航空 航天 工业 对 结构 分 析 的 迫切 需求 ,主持 开发 的 大 型 应 用 有 限 元 
程序 。1971 年 MSC 公司 对 原始 的 NASTRAN 做 了 大 量 改 进 ,推出 了 自己 的 专利 版 本 
MSC. NASTRAN。MSC. NASTRAN 能 够 有 效 解决 各 类 大 型 复杂 结构 的 强度 、 刚 度 、 届 
曲 、 模 态 .动力 学 .热力 学 . 非 线性 ( 噪 ) 声 学 .流体 -结构 耦合 .气动 弹性 . 超 单 元 .惯性 释放 、 
设计 敏 度 分 析 及 结构 优化 等 问题 ,是 航空 航天 部 门 的 法 定 结构 分 析 软 件 。 

3. ANSYS 

ANSYS 软件 是 美国 ANSYS 公司 的 产品 ,该 公司 成 立 于 1970 年 ,重点 开发 开放 、 灵 活 、 
对 设计 直接 进行 仿真 的 解决 方案 ,提供 从 概念 设计 到 最 终 测试 产品 研发 全 过 程 的 统一 平台 ; 
同时 追求 快速 .高效 和 成 本 意识 的 产品 开发 。ANSYS 公司 和 其 全 球 网 络 的 渠道 合作 伙伴 
为 客户 提供 销售 \ 培 训 和 技术 支持 一 体 化 服务 。 公 司 总 部 位 于 美国 宾夕法尼亚 州 的 匹兹堡 ， 
全 球 拥有 60 多 个 代理 ,在 40 多 个 国家 销售 产品 。ANSYS 公司 于 2006 年 收购 了 在 流体 仿 
真 领域 处 于 领导 地 位 的 美国 Fluent 公司 ; 于 2008 年 收购 了 在 电路 和 电磁 仿真 领域 处 于 领 
导 地 位 的 美国 Ansoft 公司 。 通 过 整合 ,ANSYS 公司 成 为 全 球 最 大 的 仿真 软件 公司 之 一 。 
ANSYS 整个 产品 线 包 括 结构 分 析 (ANSYS Mechanical) 系列 \ 流 体 动力 学 (ANSYS CFD 
(FLUENT/CFX)) 系 列 、 电 子 设计 (ANSYS ANSOFT) 系 列 以 及 ANSYS Workbench 和 
EKM 等 ,其 多 场 看 合 分 析 功 能 博得 了 用 户 的 钟爱 。 产品 广泛 应 用 于 航空 航天、 电子 、 车 
辆 船舶 ,交通 、 通 信和 建筑. 电子 、 医 疗 、 国 防 、 石 油 、 化 工 等 众多 行业 。 因 其 率先 开发 出 微机 
版 本 , 故 发 展 了 大 批 的 有 限 元 用 户 群 。ANSYS 公司 在 北京 .上 海 .成 都 深圳 相继 成 立 了 办 
事 处 ,构成 了 ANSYS 在 中 国 完整 的 市 场 、 销 售 及 售后 服务 体系 。 目 前 ,中 国 100 多 所 理工 
院 校 采 用 ANSYS 软件 进行 有 限 元 分 析 或 者 作为 标准 教学 软件 。 

4. ABAQUS 

ABAQUS 软件 是 由 美国 SIMULIA 公司 ( 原 ABAQUS 公司 ) 研 究 开 发 的 完全 商品 化 
的 工程 有 限 元 分 析 软 件 。ABAQUS 公司 成 立 于 1978 年 ,总 部 设 在 罗 得 岛 州 普罗 维 登 斯 
市 。ABAQUS 软件 可 以 解决 金属 ,橡胶 、 高 分 子 材料 、 复 合 材 料 、 钢 筋 混 凝 土 、 可 压缩 超 弹 
性 泡沫 材 料 以 及 土壤 和 岩石 等 材料 的 线性 及 非 线 性 问题 ,可 以 解决 结构 、 热 传导 、 质 量 扩 
散 .热电 耦合 分 析 声学 分 析 、 岩 土 力学 分 析 ( 流 体 渗透 /应 力 耘 合 分 析 ) 及 压 电 介质 分 析 
等 问题 。 电 子 领 域 是 ABAQUS 软件 的 一 个 重要 应 用 领域 ,主要 模拟 封装 和 电子 器 件 跌 
落 。 另 外 ,ABAQUS 软件 还 是 世界 各 大 汽车 厂商 分 析 发 动机 中 热 固 厅 合 和 接触 问题 的 标 
准 软件 。 
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1.5 有限 元 法 基本 知识 


1.5.1 有 限 元 法 基本 思想 

有 限 元 法 是 在 连续 体 上 直接 进行 近似 计算 的 一 种 数值 方法 ,其 基本 思想 通过 下 面 的 例 
子 来 说 明 。 图 1-9 简单 说 明了 早期 数学 上 求 圆 面 积 的 近似 方法 。 首 先 将 连续 的 圆 分 割 成 一 
些 三 角形 , 求 出 每 个 三 角形 的 面积 ,再 将 每 个 小 三 角形 面积 相 加 , 即 可 得 到 圆 面积 的 近似 值 。 
前 面 是 “分 "的 过 程 ,后 面 是 “ 合 ”的 过 程 。 之 所 以 要 分 ,是 因为 三 角形 面积 容易 求 得 。 这 样 简 
单 的 一 分 一 合 ,就 很 容易 求 出 圆 面 积 的 近似 值 。 


- 伍 


图 1-9 圆 面积 的 近似 求法 


上 述 例子 体现 了 有 限 元 法 的 基本 思想 , 即 * 拆 整 为 零 , 集 零 为 整 ”。 

“ 拆 整 为 零 " 即 “分 ”的 过 程 ,具体 包括 如 下 三 步 : 

1. 离散 化 

将 连续 的 求解 区 域 离散 为 有 限 个 部 分 的 集合 体 , 并 认为 各 部 分 只 通过 有 限 个 点 连接 起 
来 。 例 如 ,所 求 的 连续 体 如 图 1-10(a) 所 示 , 可 假想 它 由 图 1-10(b) 所 示 许 多 小 部 分 组 成 ,这 些 
规则 或 不 规则 的 小 部 分 称 为 单元 (element) 。 单 元 之 间 只 通过 有 限 个 点 连接 起 来 ,如 图 1-10(c) 
所 示 ,单元 四 与 单元 @ 只 在 1、2 两 点 相连 ,这些 连 接点 称 为 节点 (node) 。 这 一 过 程 称 有 限 元 


离散 化 过 程 。 
of 人 Fr | 和 4 ,加 


(a) (b) (c) 
1-10 将 连续 体 假想 为 有 限 个 单元 的 组 合体 


2. 假定 单元 场 函 数 

在 每 一 个 单元 内 假定 近似 场 函 数 ( 位 移 函 数 或 应 力 函数 ), 并 将 单元 内 的 场 函 数 由 该 单 
元 各 个 节点 的 数值 通过 函数 插值 表示 ,这 样 ,未 知 的 场 函 数 ( 或 包括 其 导数 ) 在 单元 内 各 个 节 
点 的 数值 就 成 为 新 的 未 知 量 (其 个 数 称 为 自由 度 ), 从 而 使 一 个 连续 的 无 限 自由 度 问题 变 成 
离散 的 有 限 自 由 度 问 题 。 

3. 单元 分 析 

对 每 个 单元 分 析 , 求 出 单元 的 特性 。 

“ 集 零 为 整 " 即 “ 合 ” 的 过 程 ,将 单元 的 特性 装配 在 一 起 得 到 离散 体 整 体 的 特性 ,并 利用 数 
值 计算 方法 得 到 整个 求解 域 上 场 函 数 的 近似 值 。 
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1.5.2 ”有限 元 法 分 类 


有 限 元 法 按 基本 未 知 量 可 分 为 三 大 类 , 即 有 限 元 位 移 法 有 限 元 力 法 和 有 限 元 混合 法 。 
在 有 限 元 位 移 法 中 , 选 节 点 位 移 作 为 基本 未 知 量 ; 在 有 限 元 力 法 中 , 选 节点 力作 为 基本 未 知 
量 ; 在 有 限 元 混合 法 中 ,一 部 分 基本 未 知 量 为 节点 位 移 , 另 一 部 分 基本 未 知 量 为 节点 力 。 有 
限 元 位 移 法 计算 过 程 的 系统 性 、 规 律 性 强 , 特 别 适 宜 于 编程 求解 。 一 般 除 板 壳 问题 的 有 限 元 
法 应 用 一 定量 的 混合 法 外 ,其 余 全 部 采用 有 限 元 位 移 法 。 所 以 本 书 如 不 作 特别 声明 ,有 限 元 
法 指 的 是 有 限 元 位 移 法 。 

有 限 元 法 按 求 解 问题 的 类 型 分 为 两 大 类 : 线 弹 性 有 限 元 法 和 非 线 性 有 限 元 法 。 其 中 线 
弹性 有 限 元 法 是 非 线性 有 限 元 法 的 基础 。 

1. 线 弹 性 有 限 元 法 

线 弹 性 有 限 元 法 以 理想 弹性 体 为 研究 对 象 ,所 考虑 的 变形 建立 在 小 变形 假设 的 基础 上 。 
具体 讲 , 下 面 四 条 必须 同时 满足 的 问题 为 线 弹性 问题 : 

(1) 材料 的 应 力 与 应 变 呈 线性 关系 ,满足 广义 胡 克 定理 。 

(2) 应 变 与 位 移 的 一 阶 导数 呈 线 性 关系 。 

(3) 微 元 体 的 平衡 方程 是 线性 的 。 

(4) 结构 的 边界 条 件 是 线性 的 。 

线 弹 性 有 限 元 问题 归结 为 求解 线性 方程 组 问题 ,所 需 时 间 较 少 。 

线 弹性 有 限 元 一 般 包括 线 弹 性 静 力 分 析 与 线 弹 性 动力 分 析 两 个 主要 内 容 。 学 习 这 些 内 
容 需 具备 材料 力学 .结构 力学 .弹性 力学 ,振动 力学 .数值 方法 .矩阵 代数 、 算 法 语言 等 方面 的 

2. 非 线性 有 限 元 法 

有 限 元 法 所 求解 的 非 线性 问题 可 以 分 为 如 下 三 类 ， 

(1) 材料 非 线性 问题 。 在 线 弹 性 问题 的 四 个 条 件 中 ,不 满足 第 (1) 条 的 称 为 材料 非 线性 
问题 。 

材料 非 线性 问题 中 ,材料 的 应 力 与 应 变 呈 非 线 性 关系 。 在 工程 实际 中 较为 重要 的 材料 
非 线性 问题 有 : 非 线性 弹性 (包括 分 段 线 弹性 )、. 弹 塑性 、 黏 塑性 及 蠕 变 等 。 

(2) 几何 非 线性 问题 。 在 线 弹 性 问题 的 四 个 条 件 中 ,不 满足 第 (2)(3) 条 的 称 为 几何 非 
线性 问题 。 

几何 非 线性 由 结构 变形 的 大 位 移 造成 。 一 般 分 两 类 : 一 类 叫 小 变形 几何 非 线 性 问题 ， 
在 这 类 问题 中 应 变 很 小 ,但 不 能 忽略 高 阶 应 变 ,所 以 它 可 以 表述 为 结构 在 加 载 过 程 中 不 能 忽 
略 小 应 变 的 有 限 转动 的 弹性 力学 问题 ,如 薄板 的 大 挠 度 问题 就 属于 小 变形 几何 非 线 性 问题 ; 
另 一 类 叫 有 限 变 形 ( 或 大 应 变 ) 几 何 非 线 性 问题 ,在 这 类 问题 中 ,结构 将 产生 很 大 的 变形 和 位 
移 ,变形 过 程 已 经 不 可 能 直接 用 未 受 力 时 的 位 置 和 形态 加 以 描述 ,平衡 状态 的 几何 位 置 也 是 
未 知 的 ,而 且 必 须 给 出 应 力 、 应 变 的 新 定义 。 由 此 可 见 , 有 限 变 形 (或 大 应 变 ) 几 何 非 线性 问 
题 的 求解 有 别 于 小 变形 几何 非 线性 问题 ,如 橡胶 部 件 形成 过 程 与 金属 塑性 加 工 过 程 均 为 有 
限 变形 几何 非 线性 问题 。 

(3) 边界 非 线性 问题 。 在 线 弹 性 问题 的 四 个 条 件 中 ,不 满足 第 (4) 条 的 称 为 边界 非 线性 
问题 。 
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边界 非 线 性 包括 两 个 结构 物 的 接触 边界 随 加 载 和 变形 而 改变 引起 的 接触 非 线 性 ,也 包 
括 非 线性 弹性 地 基 的 非 线 性 边界 条 件 和 可 动 边界 问题 等 。 

在 加 工 、 密 封 , 撞 击 等 问题 中 ,接触 和 摩擦 的 作用 不 可 忽视 ,接触 边界 属于 高 度 非 线 性 边 
界 。 齿 轮 吵 合 ,冲压 成 型 . 轧 制 成 型 .橡胶 减 振 器 、 紧 配合 装配 等 都 是 一 些 接触 问题 。 当 一 个 
结构 与 另 一 个 结构 或 外 部 边界 相 接触 时 通常 要 考虑 非 线性 边界 条 件 。 

实际 的 非 线 性 可 能 同时 出 现 上 述 两 种 或 三 种 非 线性 问题 。 

上 述 三 类 非 线性 问题 与 线 弹性 问题 的 求解 有 很 大 不 同 ,主要 表现 在 如 下 三 个 方面 : 

(1) 非 线性 问题 的 方程 是 非 线 性 的 ,一般 需要 迭代 求解 。 

(2) 非 线性 问题 的 解 不 一 定 是 唯一 的 ,有 时 甚至 没有 解 。 

(3) 非 线性 问题 解 的 收敛 性 事先 不 一 定 能 得 到 保证 ,可 能 出 现 振 荡 或 发 散 现象 。 

以 上 三 方面 的 因素 使 非 线 性 问题 的 求解 过 程 比 线 弹 性 问题 更 加 复杂 、 费 用 更 高 和 更 具 
有 不 可 预知 性 。 


1.5.3 有限 元 法 分 析 工 程 实际 问题 的 一 般 过 程 


应 用 有 限 元 分 析 工 程 实际 问题 的 一 般 过 程 如 图 1-11 所 示 。 此 过 程 可 以 分 为 三 个 阶段 ， 
即 前 处 理 (preprocessing) ,分析 (analysis) 和 后 处 理 (post processing)。 


Bf 了 
I 程 实 前 辣 后 


图 形 显 
际 问题 一 | 外 


有 限 光 | 析 | 计算 | 理 示 结 果 
模型 结果 


图 1-11 有 限 元 分 析 工 程 实际 问题 的 一 般 过 程 


有 限 元 分 析 的 第 一 阶段 是 把 现实 生活 中 的 结构 工程 问题 转化 为 可 供 计 算 机 分 析 的 有 限 
元 模型 。 有 限 元 模型 的 合理 性 、 正 确 性 将 直接 影响 计算 分 析 结果 与 工程 实际 之 间 的 距离 。 
这 一 过 程 称 为 有 限 元 分 析 的 前 处 理 过 程 , 通 常 称 为 有 限 元 建 模 过 程 。 显 然 有 限 元 建 模 是 应 
用 有 限 元 法 解决 工程 问题 的 关键 。 有 限 元 建 模 主 要 包括 三 方面 的 内 容 : 一 是 要 构造 计算 对 
象 的 几何 模型 ( 即 确定 所 求 问题 的 类 型 ,建立 分 析 对 象 的 力学 模型 ); 二 是 要 划分 有 限 元 网 
格 (包括 单元 类 型 的 选择 ,网 格 的 布局 ); 三 是 要 生成 有 限 元 分 析 的 输入 数据 (主要 包括 材料 
与 边界 条 件数 据 )。 建 立 一 个 符合 工程 要 求 的 力学 模型 ,不 是 一 件 轻而易举 的 事情 ,不 仅 要 
有 宽广 的 力学 知识 和 工程 背景 知识 ,还 取决 于 有 限 元 计算 经 验 的 积累 和 对 分 析 对 象 了 解 的 
深入 程度 。 这 部 分 内 容 将 在 第 9 章 、 第 10 章 专门 介绍 。 

有 限 元 分 析 过 程 主 要 是 建立 各 类 问题 的 有 限 元 方程 ,并 求解 这 些 方程 。 通 过 单元 分 析 、 
整体 分 析 、 载 荷 移 置 , 引 入 约束 即 可 得 到 有 限 元 方程 ,这 是 有 限 元 分 析 的 核心 内 容 。 而 对 所 
建立 的 有 限 元 方程 ,选择 合适 的 方法 求解 ,也 是 有 限 元 理论 中 要 重点 讨论 的 内 容 。 

后 处 理 主要 包括 计算 结果 的 加 工 处 理 、 计 算 结 果 的 图 形 显示 、 计 算 结 果 的 打印 。 它 把 有 
限 元 分 析 得 到 的 数据 转换 为 设计 人 员 直 接 需 要 的 信息 ,如 应 力 分 布 状 况 、 结 构 变 形状 态 等 ， 
从 而 帮助 设计 人 员 快 速 地 评价 和 校 核 设计 方案 。 

对 于 需要 系统 掌握 有 限 元 理论 的 初学 者 ,必须 全 面 掌握 上 述 内 容 。 而 对 仅 使 用 有 限 元 
商用 软件 解决 工程 实际 问题 的 技术 人 员 ,其 主要 工作 体现 在 前 处 理 与 后 处 理 两 个 方面 ,但 对 
分 析 过 程 也 应 大 致 了 解 。 因 为 有 限 元 软件 只 是 提供 一 个 数值 分 析 的 黑箱 ,没有 有 限 元 理论 
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的 基本 知识 , 面 对 软 件 中 的 许多 选择 或 参数 确定 会 感到 束手无策 无所适从 ,甚至 会 使 数值 
分 析 结果 完全 偏离 工程 实际 ,给 出 错误 结论 。 


1.5.4 单元 位 移 函 数 的 选取 与 收敛 性 分 析 


1. 选择 位 移 函 数 的 一 般 原则 

有 限 元 法 的 分 析 过 程 都 依赖 于 假定 的 单元 位 移 函 数 或 位 移 模 式 。 因 此 ,为 了 得 到 满意 
的 解答 ,必须 使 假定 的 位 移 场 尽 可 能 双 近 弹性 体 的 真实 位 移 形态 。 如 果 假 定 的 单元 位 移 场 
与 弹性 体 的 真实 位 移 场 完 全 一 致 ,有 限 元 解 便 是 精确 解 。 如 检 架 和 刚 架 的 单元 位 移 场 与 弹 
性 杆 件 的 变形 是 一 样 的 ,因而 梅 架 和 刚 架 的 有 限 元 解答 是 精确 的 。 在 连续 体 弹 性 力学 有 限 
元 法 中 ,一 般 找 不 到 真实 位 移 场 ,所 以 只 能 得 到 近似 解答 。 

单元 的 位 移 函 数 一 般 采 用 以 包含 若干 待定 参数 的 多 项 式 作 为 近似 函数 , 称 为 位 移 多 项 
式 。 有 限 项 多 项 式 选取 的 原则 应 考虑 以 下 几 点 : 

(1) 待定 参数 是 由 节点 场 变量 确定 的 ,因此 待定 参数 的 个 数 应 与 单元 的 自由 度数 相同 。 

(2) 对 于 应 变 由 位 移 的 一 阶 导数 确定 的 场 问 题 ,选取 多 项 式 时 ,常数 项 和 坐标 的 一 次 项 
必须 完备 。 位 移 函 数 中 常数 项 和 坐标 的 一 次 项 分 别 反 映 了 单元 刚体 位 移 和 常 应 变 的 特性 ， 
当 划 分 的 单元 数 趋 于 无 穷 时 ,单元 趋 于 无 穷 小 ,此 时 单元 应 变 趋 于 常 应 变 。 而 当 节点 位 移 是 
由 某 个 刚体 位 移 引 起 时 ,弹性 体内 不 应 该 有 应 变 , 这 些 特性 必须 在 选择 的 位 移 多 项 式 中 予以 
体现 。 同 理 , 对 于 应 变 由 位 移 的 二 阶 导 数 定义 的 场 问题 ,常数 项 .一 次 项 和 二 次 项 必须 完备 。 

(3) 多 项 式 的 选取 应 由 低 阶 到 高 阶 , 尽 量 选取 完整 性 阶 数 高 的 多 项 式 以 提高 单元 精度 
(〈 称 为 单元 的 完备 性 ) 。 若 由 于 项 数 限制 不 能 选取 完整 多 项 式 , 选 取 的 多 项 式 应 尽 可 能 具有 
坐标 的 对 称 性 ( 称 为 几何 不 变性 ) 。 

不 同 节 点 ,不同 形状 的 单元 ,其 位 移 函 数 的 表达 式 不 同 , 在 以 后 各 章节 将 结合 具体 单元 
进行 讨论 。 

2. 收敛 性 

有 限 元 法 是 一 种 数值 方法 ,因此 应 考虑 该 方法 的 收敛 性 问题 。 

有 限 元 方法 的 收敛 性 是 指 : 当 网 格 逐 浙 加 密 时 ,有 限 元 解答 的 序列 收敛 到 精确 解 ; 或 
者 , 当 单 元 尺寸 固定 时 ,每 个 单元 的 自由 度数 越 多 ,有 限 元 的 解答 就 越 趋 近 于 精确 解 。 

有 限 元 法 的 收敛 条 件 包括 如 下 四 个 方面 : 

(1) 单元 内 ,位 移 函 数 必须 连续 。 多 项 式 是 单 值 连续 函数 ,因此 选择 多 项 式 作为 位 移 消 
数 , 在 单元 内 的 连续 性 能 够 保证 。 

(2) 在 单元 内 ,位 移 函 数 必须 包括 常 应变 项 。 每 个 单元 的 应 变 状态 总 可 以 分 解 为 不 依 
赖 于 单元 内 各 点 位 置 的 常 应 变 和 由 各 点 位 置 决 定 的 变量 应 变 。 当 单元 尺寸 足够 小 时 ,单元 
中 各 点 的 应 变 趋 于 相等 ,单元 的 变形 比较 均匀 ,因而 常 应 变 就 成 为 应 变 的 主要 部 分 。 为 反映 
单元 的 应 变 状态 ,单元 位 移 函 数 必须 包括 常 应变 项 。 

(3) 在 单元 内 ,位 移 函 数 必须 包括 刚体 位 移 项 。 一 般 情况 下 ,单元 内 任 一 点 的 位 移 包 括 
形变 位 移 和 刚体 位 移 两 部 分 。 形 变 位 移 与 物体 形状 及 体积 的 改变 相 联系 ,因而 产生 应 变 ; 
刚体 位 移 只 改变 物体 位 置 ,不 改变 物体 的 形状 和 体积 , 即 刚体 位 移 是 不 产生 变形 的 位 移 。 空 
间 一 个 物体 包括 三 个 平 动 位 移 和 三 个 转动 位 移 , 共 有 六 个 刚体 位 移 分 量 。 

由 于 一 个 单元 牵连 在 另 一 些 单元 上 ,其 他 单元 发 生变 形 时 必 将 带动 该 单元 作 刚体 位 移 。 
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如 图 1-12 所 示 的 悬臂 梁 , 自由 端 单元 跟随 相 邻 单元 作 刚体 位 移 。 由 此 入 
可 见 ,为 模拟 一 个 单元 的 真实 位 移 , 假 定 的 单元 位 移 函 数 必须 包括 刚体 本 一 
位 移 项 。 

(4) 位 移 函 数 在 相 邻 单元 的 公共 边界 上 必须 协调 。 对 一 般 单元 而 ” 图 1.12 最 剧本 
言 ,协调 性 是 指 相 邻 单元 在 公共 节点 处 有 相同 的 位 移 ,而 且 沿 单元 边界 
也 有 相同 的 位 移 , 也 就 是 说 ,要 保证 不 发 生 单元 的 相互 脱离 开裂 和 相互 侵入 重 释 。 要 做 到 这 
一 点 ,就 要 求 位 移 函 数 在 公共 边界 上 能 由 公共 节点 的 函数 值 唯一 确定 。 对 一 般 单元 ,协调 性 
保证 了 相 邻 单元 边界 位 移 的 连续 性 。 但 是 ,在 板 壳 的 相 邻 单元 之 间 , 还 要 求 位 移 的 一 阶 导数 
连续 ,只 有 这 样 才能 保证 结构 的 应 变 能 是 有 界 量 。 

总 的 来 说 ,协调 性 是 指 在 相 邻 单元 的 公共 边界 上 满足 连续 性 条 件 。 

前 三 条 又 叫 完备 性 条 件 ,满足 完备 性 条 件 的 单元 叫做 完备 单元 ,第 四 条 是 协调 性 要 求 ， 
满足 协调 性 的 单元 叫做 协调 单元 ,否则 称 为 非 协 调 单元 。 完 备 性 要 求 是 收敛 的 必要 条 件 ,四 
条 全 部 满足 ,构成 收敛 的 充分 必要 条 件 。 

在 实际 应 用 中 ,要 使 选择 的 位 移 函 数 全 部 满足 完备 性 和 协调 性 要 求 是 比较 困难 的 ,在 某 
些 情 况 下 可 以 放松 对 协调 性 的 要 求 。 

需要 指出 的 是 ,有 时 非 协调 单元 比 与 它 对 应 的 协调 单元 还 要 好 ,其 原因 在 于 近似 解 的 性 
质 。 假 定位 移 函 数 就 相当 于 给 单元 施加 了 约束 条件 ,使 单元 变形 服从 所 加 的 约 东 ,这 样 的 替 
代 结 构 比 真实 结构 更 刚 一 些 。 但 是 ,这 种 近似 结构 由 于 允许 单元 分 离 、 重 释 , 合 单元 的 刚度 
变 软 了 ,或 者 形成 了 贸 (例如 板 单元 在 单元 之 间 的 挠 度 连续 ,而 转角 不 连续 时 , 刚 节点 变 为 锐 
接点 )。 对 于 非 协 调 单 元 ,上 述 两 种 影响 有 误差 相 消 的 可 能 ,因此 利用 非 协 调 单元 有 时 也 会 
得 到 很 好 的 结果 。 在 工程 实践 中 , 非 协 调 单元 必须 通过 “小 片 试验 ”后 才 可 使 用 。 

3. 有 限 元 位 移 解 的 下 限 性 质 

在 用 有 限 元 位 移 法 求解 弹性 力学 问题 时 ,要 应 用 最 小 势能 原理 。 根 据 最 小 势能 原理 求 
得 的 位 移 近似 解 ,其 值 将 小 于 精确 解 。 这 种 位 移 近似 解 称 为 下 限 解 。 

位 移 解 的 下 限 性 质 可 以 解释 如 下 : 单元 原 是 连续 体 的 一 部 分 ,具有 无 限 多 个 自由 度 。 
在 假定 了 单元 的 位 移 函 数 后 ,自由 度 限 制 为 只 有 以 节点 位 移 表 示 的 有 限 自由 度 , 即 位 移 函 数 
对 单元 的 变形 进行 了 约束 的 限制 ,使 单元 的 刚度 较 实际 连续 体 加 大 了 ,因此 连续 体 的 整体 刚 
度 随 之 增加 ,离散 后 的 刚度 比 实际 刚度 大 , 求 得 的 位 移 近 似 解 总 体 上 (而 不 是 每 一 点 ) 将 小 于 
精确 解 。 


1.6 预备 知识 


为 便于 下 面 各 章 的 学 习 , 本 节 介 绍 弹性 力学 基本 方程 的 矩阵 表示 ,然后 介绍 作为 有 限 元 
位 移 法 理论 基础 的 变形 体 虚 位 移 原理 。 对 上 述 内 容 熟 悉 的 读者 ,可 以 越过 本 节 , 直 接 学 习 后 
面 的 内 容 。 

1.6.1 弹性 力学 基本 方程 的 矩阵 表示 


1. 应 力 向 量 
物体 内 一 点 的 应 力 状态 由 mov ,os rs 、t re 六 个 应 力 分 量 完全 确定 , 且 六 个 分 量 为 
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zy 的 函数 。 将 六 个 应 力 分 量 按 一 定 顺序 排列 成 一 向 量 ,表示 为 
本 二 用 家 六 喜 座 坊间 
{0} 称 为 应 力 向 量 ,对 平面 问题 , {fo} 二 [co coc。， rw]7。 
2. 应 变 向 量 
物体 内 一 点 的 应 变 状态 由 ss 、ey 、e: ys 、y= 、Y 六 个 应 变 分 量 完全 确定 , 且 六 个 分 量 为 
,yx 的 函数 。 将 六 个 应 变 分 量 按 一 定 顺序 排列 成 一 向 量 , 表 示 为 
人 
{e} 称 为 应 变 向 量 ,对 平面 问题 , fte}=[s。 es， y。 ]T。 
3. 位 移 向 量 
物体 内 一 点 的 位 移 由 沿 z、y、x 方向 的 三 个 位 移 分 量 w、v、w 表示 , 且 xusz 为 zy 
的 函数 。 将 三 个 位 移 分 量 按 一 定 顺序 排列 成 一 向 量 , 表 示 为 
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vv 


4. 体积 力 向 量 
设 Fu Fu Fe 分 别 为 体积 力 沿 zx、y\= 轴 的 投影 ,将 三 个 量 排列 成 一 向 量 ,表示 为 


F's 
{F,}= 加 
Fw 


F, 
《F 称 为 体积 力 向 量 , 对 平面 问题 ,{Fo 一 人 | 体积 力 简称 体力 。 
by 


5. 面积 力 向 量 
设 Fr Fr Fr- 为 面积 力 分 别 沿 z、y\= 轴 的 投影 ,将 三 个 量 排列 成 一 向 量 ,表示 为 


FT 
{Ei}= 后 | 
Fi, 


Fr 
{FrJ 称 为 面积 力 向 量 , 对 平面 问题 {Fr 一 } 面积 力 简称 面 力 。 


6. 弹性 力学 平衡 方程 的 矩阵 表示 
弹性 体 在 直角 坐标 系 下 的 平衡 方程 为 


ao。 gr ar- 


Dp pr 十 Fe 一 0 
des 1 ao 1 Din ER 
Dip By FE 志清 
ds 1 ds 5 2 a 
Bk 二 页 二 


表示 为 矩阵 形式 为 


记 [L]= 


7. 弹性 力学 几何 方程 的 矩阵 表示 
小 变形 时 ,弹性 体 几 何方 程 为 


表示 为 矩阵 形式 为 
oar 
Ez 0 
Ey 
0 
Es 
Ys 坟 | 
多 9y 
Ye 0 
和 
GES 


六 5 六 交 |la 
Bs 4 | i Fw 0 
注 及。 次 o: 
i Fu t= 10 
菠 疼 Pv 0 
有效 二 = 
下 戏 强 
Tor 
0 0o| 
9 
0 
站 间 
|, [ 工 ] 称 为 偏 微分 算 子 矩阵 ,上 式 简 记 为 
5= 的 
琶 
导演 
了 39 
9 
0 gr 
[L]"{o}+ {Fs}= {0} (1-1) 
_ qu ov _ gw 
Sg a 5 
Bu am gw i dw _ Wie 
6 dE 
OO 6 
可 
pr 
家 
0 一 一 u 
az 和 
3 上 ma 
元 0 |lw 
加 -多 
az dy 
9 
0 az 
{e}= [L1{f} (1-2) 


8. 弹性 力学 物理 方程 的 矩阵 表示 
物理 方程 为 
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na tse ps RO OT 
Ez 一 天 [ec 一 po 十 匹 沐 


wi 


1 
ee 一 Pate 一 Ap(oz +o,)] 


2(1 十 
yw = tr, 
区 二 i 
Rs 2 
表示 为 矩阵 形式 为 
es 1 —p 一 5 0 0 0 ax 
Ey 一 着 | ot 0 0 0 oy 
sz | 1| 一 A 一 A 1 0 0 0 Oo: 
和 | El| o 0 0 2tp 0 0 Se 
7 六 站 0 0 2(1+p) 0 rye 
7 0 0 0 0 0 2(1+p) | lr, 
上 式 简 记 为 
{se}= [C]{c} 
若 记 [D]=[C]-: , 则 上 式 记 为 
{0}= [D]fe} (1-3) 
lg 大 0 0 0 
2 lj 状 0 0 0 
大 A l=p 0 0 0 
Es E 0 0 0 2 0 0 
其 中 [D] dT 2) 2 
0 0 0 0 一 党 0 
0 0 0 0 0 一 
[D] 称 为 材料 的 弹性 矩阵 。 


1.6.2 ”变形 体 虚 位 移 原 理 


变形 体 虚 位 移 原理 可 叙述 为 : 变形 体 平衡 的 条 件 为 外 力 在 虚 位 移 上 的 虚 功 等 于 内 力 在 
虚 应 变 上 的 虚 功 。 


i 
虚 位 移 分 量 为 u* 、v* .w* ,表示 成 向 量 为 {f/* 中 | 


TD 


虚 应 变 分 量 为 ss 、ey \e os 六 、7z ,表示 成 向 量 为 
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{e’}= [er sy es Ys yx Yz] 


于 是 ,体力 庶 功 为 | [7 jz(FujdY, 面 力 庶 功 为 | {/*}7{Fr}dA, 内 力 的 虚 功 为 


| ce jchdV。 
变形 体 的 虚 功 方程 为 


-4 
1-2 
1-3 
1-4 
l= 
U0 
eg 
1-8 


Le yryav+| tr }'{Fr}dA = | 拼 生 5 区 


习 题 


叙述 有 限 元 法 的 基本 思想 。 

有 限 元 法 有 哪些 主要 优点 ? 

试 述 有 限 元 法 求解 工程 实际 问题 的 一 般 过 程 。 

什么 是 有 限 元 位 移 法 ? 位 移 解 为 什么 有 下 限 性 ? 

为 了 保证 有 限 元 解 的 收敛 性 ,位 移 函 数 应 满足 哪些 条 件 , 为 什么 ? 
什么 是 协调 单元 ? 什么 是 非 协调 单元 ? 

有 限 元 位 移 法 中 应 力 解 的 精度 比 位 移 解 低 , 试 解释 原因 。 

目前 已 有 大 量 的 有 限 元 软件 可 供 选择 和 使 用 ,你 认为 掌握 有 限 元 理论 与 使 用 有 


限 元 软件 的 关系 如 何 ? 


平面 问题 的 有 限 元 法 


本 章 主 要 介绍 弹性 力学 平面 问题 有 限 元 法 的 全 过 程 。 通 过 分 析 平 面 问题 ,使 读者 对 有 
限 元 法 有 较 全 面 的 了 解 。 本 章 介 绍 的 单元 以 三 角形 常 应变 单 元 为 主 ,其 他 单元 只 作 一 般 
介绍 。 


2.1 弹性 力学 平面 问题 


严格 地 说 ,任何 一 个 实际 的 弹性 体 都 是 空间 问题 。 弹 性 体 在 载荷 作用 下 ,体内 任 一 点 的 
应 力 状 态 可 由 六 个 应 力 分 量 os 、oy 、o: ty ty、Tt= 表示 ; 弹性 体 在 载荷 作用 下 ,还 将 产生 位 移 
和 变形 ,弹性 体内 任 一 点 的 位 移 可 由 沿 直角 坐标 轴 方向 的 三 个 位 移 分量 u、v、w 表示 ,弹性 
体内 任 一 点 的 应 变 可 由 六 个 应 变 分 量 e \e, \es\ ys yc 、Y= 表示 。 但 是 ,如 果 所 考虑 的 弹性 
体 具 有 某 种 特殊 的 形状 ,并 且 承 受 某 种 特殊 的 外 力 , 就 可 以 将 空间 问题 简化 为 平面 问题 。 这 
样 处 理 ,分 析 和 计算 工作 量 将 大 大 减少 ,而 所 得 的 结果 仍 能 满足 工程 上 对 精度 的 要 求 。 弹 性 
力学 平面 问题 包括 平面 应 力 问题 和 平面 应 变 问题 。 


2.1.1 平面 应 力 问 题 


满足 以 下 条 件 的 问题 可 视 为 平面 应 力 问题 。 

(1) 弹性 体 在 一 个 坐标 方向 的 几何 尺寸 远 小 于 其 他 两 个 坐标 方向 的 几何 尺寸 ,例如 等 

(2) 作用 于 边缘 的 表面 力 平行 于 板 面 , 且 沿 板 厚 : 均匀 分 布 。 

(3) 顶 面 和 底面 上 没有 载荷 作用 。 

(4) 体积 力 平 行 于 板 面 且 沿 板 厚 均匀 分 布 。 

研究 这 种 薄板 时 ,坐标 面 总 是 取 在 平分 板 厚 的 中 面 内 ,x 轴 垂 
直 于 板 面 ,如 图 2-1 所 示 。 由 于 薄板 两 侧面 是 自由 表面 , 故 在 = 一 
土 1/2 的 上 下 表面 上 ,6 二 0,t, 二 0,ts 二 0。 因 为 板 很 薄 , 外 力 又 不 
沿 板 的 厚度 变化 ,所 以 可 以 近似 认为 在 整个 薄板 上 的 所 有 各 点 都 
有 56. 二 0,t 一 0, 一 0。 考虑 到 前 应 力 互 等 定理 ,六 个 应 力 分量 中 
只 剩 下 cx .ov ty 三 个 应 力 分 量 ,这 三 个 应 力 分 量 都 平行 于 zy 面 。 图 2-1 平面 应 力 问题 
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同样 也 因为 板 很 薄 , 外 力 不 沿 板 厚 变化 ,可 以 认为 这 三 个 应 力 分 量 沿 板 厚 i 不 变 , 即 与 点 的 x 
坐标 无 关 , 只 是 坐标 zy 的 函数 ,由 此 可 见 ,平面 应 力 问题 的 应 力 向 量 为 


Or 
Y= | [oe oy re] 
T, 


zy 


将 Tt. 二 ts 二 6 二 0 代入 弹性 力学 空间 问题 的 物理 方程 中 ,可 得 
Y= = 057w = 0 €. = 一 双 ccc 十 os) 


即 6 一 般 不 为 零 , 但 它 不 独立 ,只 取决 于 .av*。 因 此 在 平面 应 力 问题 中 需 考 虑 的 应 变 
分 量 只 有 se 、\ey ye 。 同 理 ,与 e: 直接 相关 的 > 方向 的 位 移 w 也 不 独立 。 将 上 述 各 量 代 入 弹 
性 体 空间 问题 的 几何 方程 ,得 出 


上 式 为 平面 应 力 问 题 的 几何 方程 。 
将 a 二 0 代入 弹性 体 空间 问题 的 物理 方程 ,得 
Ez 一 到 (cs 一 


te pe 


7 = 2 
上 式 称 为 平面 应 力 问 题 的 物理 方程 ,写成 矩阵 形式 为 
1 A 0 : 
| 这 工 0 | 
人 0 0 于 ys 
简 记 为 fo} 二 [D] {e},[D] 称 为 平面 应 力 问 题 的 弹性 和 矩阵。 于 是 


Lg 0 
E 和 0 
DI-Tzl 1 
0 0 


根据 上 述 特 点 ,对 平面 应 力 问 题 ,只 要 取 中 面 分 析 即 可 。 


在 工程 实际 中 ,许多 机 械 零 件 都 可 近似 地 作为 平面 应 力 问题 处 理 。 例 如 ,发 动机 连 杆 、 
直 齿 圆柱 齿轮 .平面 凸轮 等 。 


2.1.2 平面 应 变 问 题 
满足 以 下 条 件 的 问题 可 视 为 平面 应 变 问 题 。 
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(1) 弹性 体 沿 一 个 坐标 轴 ( 例 如 > 轴 ) 方 向 的 尺寸 很 长 , 且 所 有 垂直 于 x 轴 的 横 截面 都 
相同 ,位 移 约 束 条 件 或 支承 条 件 沿 = 方向 也 是 相同 的 。 例 如 很 长 的 等 直 柱 体 。 

(2) 柱 体 侧 表面 承受 的 表面 力 均 垂直 于 = 轴 , 且 分 布 规律 不 随 = 坐标 变化 。 

(3) 体积 力 垂 直 于 = 轴 , 且 分 布 规律 不 随 > 坐标 变化 。 

研究 这 种 很 长 的 等 直 柱 体 时 ,总 是 取 x 轴 沿 长 度 方 
向 ,如 图 2-2 所 示 。 分 析 时 ,假想 柱 体 无 限 长 ,这 样 所 有 
的 应 力 分 量 ,应变 分 量 、 位 移 分 量 都 不 沿 = 方向 变化 ,只 
是 zy 的 函数 。 同 样 由 于 柱 体 无 限 长 , 任 一 截面 都 可 看 
成 对 称 面 ,因此 各 点 都 只 有 xz、y 方向 的 位 移 , 且 平面 内 的 
两 个 位 移 wv 也 与 坐标 x 无 关 , 只 是 zy 的 函数 。 根 据 
上 述 位 移 的 特点 ,由 空间 问题 的 几何 方程 可 知 ,e: 二 7 二 
图 2-2 平面 应 变 问 题 二 0, 只 剩 平 行 于 zy 面 的 三 个 应 变 分 量 e,、e,、Ys,。 与 

学 有 下 考 是 交代 .可 对 此 于 二 丰 天 隐 是 国 几何 大 


物理 方程 。 
简单 推导 可 知 ,平面 应 变 问 题 与 平面 应 力 问题 有 相同 的 几何 方程 ,平面 应 ea 


方程 与 平面 应 力 问 题 形式 完全 相同 ,只 要 将 平面 应 力 问题 弹性 矩阵 中 的 EE 换 成 - 将 


换 成 I 全 就 可 得 出 平面 应 变 问题 的 弹性 矩阵 。 


根据 上 述 特点 ， 对 平面 应 变 问题 ,只 要 取 横 截面 分 析 即 可 。 

有 些 问 题 ,例如 挡 土 墙 、 重 力 坝 、 某 些 轴 类 零件 .长 花 键 轴 以 及 承受 均匀 内 压 或 外 压 的 长 
厚 壁 圆 简 等 等 ,是 很 接近 平面 应 变 问题 的 。 虽 然 这 些 结构 不 是 无 限 长 的 ,而 且 在 靠近 两 端 之 
处 , 横 截 面 的 形状 也 往往 是 变化 的 ,并 不 符合 无 限 长 柱 体 的 条 件 , 但 是 ,实践 证 明 , 对 于 离开 
两 端 稍 远 之 处 , 按 平 面 应 变 问 题 进 行 分 析 计算 ,得 出 的 结果 满足 工程 要 求 。 


2.2 三 角形 单元 位 移 函 数 和 形 函 数 


从 本 节 起 ,重点 研究 在 平面 问题 有 限 元 分 析 中 应 用 最 多 的 三 节点 三 角形 单元 。 

图 2-3 所 示 为 一 个 三 角形 单元 。 单 元 节点 的 局 部 编号 为 1、 
2、3( 逆 时 针 ) ,3 个 节点 的 坐标 分 别 为 (zi ,yi)，(za ,ye),(zs ,ys)。 

在 平面 问题 中 ,每 个 节点 有 2 个 位 移 分 量 ( 即 2 个 自由 度 )， 
即 二 方向 的 位 移 w 与 y 方向 的 位 移 v。 节 点 i(i 一 1,2,3) 的 位 
移 向 量 为 


3 个 节点 共 6 个 位 移 分 量 , 称 单元 有 6 个 自由 度 。 于 是 ,三 
角形 单元 的 节点 位 移 向 量 ( 或 列 阵 ) 可 以 写 为 
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{01} 
{0}° = |e 上 [aa DU Us VY us vs 了 
{6;} 
节点 位 移 是 位 移 法 中 的 基本 未 知 量 , 与 6 个 节点 位 移 分 量 相对 应 的 是 6 个 节点 力 分 量 。 
单元 节点 力 向 量 为 


{FP} 
{F}:= [|- Ea 丰 , 而 站 而 下 
{Fs} 

节点 力 是 节点 给 单元 的 作用 力 。 建 立 单元 特性 的 主要 任务 是 确定 单元 节点 力 向 量 

{下 }* 和 单元 节点 位 移 向 量 {6} 之 间 的 关系 
{F} = [kJ {6}° 

其 中 ,和 矩阵 [kJ 叫做 单元 刚度 和 矩阵。 显然 ,三 节点 三 角形 单元 的 [kJ* 是 6X6 阶 和 矩阵 。 确 定 
单元 刚度 矩阵 [kJ* 是 有 限 元 分 析 的 基本 任务 之 一 。 


2.2.1 单元 位 移 函 数 
因为 三 节点 三 角形 单元 共有 6 个 节点 位 移 分 量 , 即 单元 的 自由 度数 目 为 6, 根 据 第 1 章 
介绍 的 位 移 函 数 选取 的 原则 ,可 选取 如 下 位 移 函 数 : 


& 一 al 十 azz 十 asy 


(= 


也 一 a4 十 as 并 十 aey 
其 中 ,a vas、…、as 为 6 个 待定 常数 。 把 3 个 节点 的 节点 坐标 代入 式 (2-1) 将 得 到 相应 的 节 


U2 一 al Taz 十 aay2 


一 al 十 azzl 十 asyi 


Us 一 al 十 azzs 十 asys 


Vz 一 ad 十 aszs 十 aeyz 


一 ai 十 aszl 十 ae 


Vs = a4 asxs 十 aeys 


Wu 1 zx ylfa 
人 | Xs 此 | (2-2) 
Us 1 xza ys la 
v1 1 x ylfa 
四。 | Xz “上 | 如 =- 虹 
ma 1 zs ys la 
由 式 (2-2)、 式 (2-3) 求 得 wu .az 、… as 为 


aa 1 zf a 1 wm MT fe 
人 机 "| 导 eb 本 "| 站 a 
Qs 1 xzs ys us as 1 za ys Ts 


写成 矩阵 形式 为 
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TO 


车 用 A 表示 三 角形 单元 的 面积 , 则 有 


| 
2A= |1 rz yy: (2-5) 
1 zs ys 


应 该 注意 ,只 有 逆 时 针 方 向 编号 的 1.2、3( 图 2-3), 上 式 计算 出 的 面积 才 为 正 。 由 式 (2-4) 
得 到 


1 
ai 一 2 十 asus 十 asus) 
a a a2 as|[u 
1 
[三 站 | be 十 bt ) (2-6) 
Q3 Cl C2 Cs Us 1 
as = 3A 十 czuz 十 csus) 
a= 去 (em 十 azvz 十 asvs) 
a a az as|[v 
1 
[三 盐 |b 呈 放 |]|， 即 lm= 才 (wm 十 omw 十 am) [2) 
Qs C1 C2 CJ\vs i 
a6 一 3A Vi 十 Cavs 十 csv3) 


式 中 ,ai,bivci(i 二 1,2,3) 是 由 式 (2-4) 中 的 三 阶 方 阵 求 逆 过 程 中 确定 的 ,是 只 与 单元 节点 从 
标 有 关 的 常数 , 即 


Te ys 
Qal 一 = XY3 — Tas 
T3 Ya 
1 yz 
bh 一 一 = ys — ys (2-8) 
1 涉 
1 ws 
a Zs— Zs (za — ZX3) 
1 zs 


其 余 的 a;、bi\ci; 可 由 下 标 1、2、3 轮换 得 到 。 由 此 可 得 


3 
> ai 一 Qi 十 az 十 as = (zzys 一 Z3y2) 十 (zsyi 一 Ziya) 十 (ziyz — TZ2y1) 


=k 
1 部 芒 
T2 y: ZL 了 Zi 珊 
=| +o +t =|1 x %|=24 
Ta ys Ts ys T2 yy 
1 xs ys 


3 


Db = to to = (yO—y) ty —y) + —y) 一 0 
证 1 


3 
Xs 一 cl 十 cz 十 cs (m3 一 一 一 一 0 


即 


a (2-9) 
i=1 i=1 i=1 
将 式 (2-6) 和 式 (2-7) 代 入 式 (2-1) 中 ,有 
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本 (2-10) 
v= Nivt Nav Nsvs = >)Niu 
i=1 
其 中 
N; 去 (十 bz Wt (2-11) 


式 (2-10) 亦 可 用 和 矩阵 表示 为 
"| 0 N 0 NN, ,| 


0 Ni 0 N; 0 _N; [ea mu wu wv us vs] =LN](0) 


(2-12) 

位 移 函 数 表达 式 (2-10) 以 及 式 (2-12) 是 单元 内 真实 位 移 场 的 插值 多 项 式 , 它 是 由 单元 
节点 向 单元 内 部 插值 得 到 的 。Ni 叫 做 插值 函数 ,它们 是 坐标 的 函数 ,反映 了 单元 的 位 移 形 
态 , 在 有 限 元 法 中 称 之 为 形 函 数 。 随 后 可 以 看 到 , 形 函 数 在 有 限 元 分 析 中 起 着 非常 重要 的 作 


用 。 和 矩阵 CN] 叫做 单元 的 形 函 数 矩 阵 , 它 是 由 节点 位 移 求 单元 内 任 一 点 位 移 的 转换 矩阵 。 
2.2.2 位 移 函 数 的 收敛 性 


选 定位 移 函 数 后 ,必须 讨论 其 收敛 性 。 现 在 ,将 按 1.5.4 节 介绍 的 收敛 性 条 件 讨论 位 移 
函数 表达 式 (2-1) 的 收敛 性 。 

1. 单元 内 的 连续 性 分 析 

因 wv 是 zy 的 二 元 一 次 多 项 式 ,在 单元 内 一 定 连 续 。 

2. 位 移 函 数 是 否 反 映 常 应 变 

由 式 (2-1) 知 


_ _ _ 汐 
fy ye 


因 ai 为 任意 常数 ,所 以 假定 的 位 移 函 数 描述 了 常 应变 状 态 。 

3. 位 移 函 数 是 否 反 映 刚体 位 移 

平面 问题 中 ,刚体 位 移 只 可 能 有 三 种 , 即 工 方向 平移 、y 方向 平移 ,zy 面 内 转动 。 为 说 
明 位 移 函 数 反映 刚体 位 移 ,改写 位 移 函 数 表 达 式 (2-1), 从 位 移 函 数 中 分 离 出 常 应 变 成 分 ， 
于 是 得 


Er 一 as 十 as 


Ar 


u Qt 十 时 地 和 y 十 Sy 


时 2-13 
v ey 十 守 十 十 和 了 和 


前 面部 分 是 常 应 变 成 分 ,从 后 面 两 项 中 寻找 刚体 位 移 。 
当 发 生平 移 刚体 位 移 一 we 时 ,单元 内 任 一 点 的 位 移 分 量 二 wo ,于 是 节点 位 移 为 uw 一 
Uz 二 us 二 ww， 由 式 (2-6), 有 


3 
al 一 去 (om 十 azuzs 十 aszs) 一 zxo， (> = 24] 


23 


有 限 元 原理 与 程序 可 视 化 设计 


paarner nasserattitend ner eseter pattonss DD Desde tates tnnseaonisnnsnaran errr 


aa 一 3A 十 patz + bsus) 一 0， ( < 


3 
2 
3 

i ee eg Bb 一 


as 一 


2A 
同 理 , 当 发 生平 移 刚 体位 移 v= 二 vo 时 ,a 二 wo ,as 二 as 一 0。 将 求 得 的 a ~as 代入 位 移 函 数 式 
(2-1) 中 ,得 到 
U=a = V=u=w (2-14) 

由 此 可 见 ,a 表示 工 方向 平移 的 刚体 位 移 ,as 表示 y 方向 平移 的 刚体 位 移 , 即 位 移 函 数 
式 (2-1) 反 映 了 刚体 平移 状态 。 

如 图 2-4 所 示 ,在 单元 内 任 取 一 点 M(x,y), 若 单元 绕 原 
点 O 转动 微小 角度 0, 则 M 点 的 位 移 大 小 为 4 一 07 ,于 是 M 
点 在 工 方向 的 位 移 分 量 为 

u 一 一 dsinp =— Osin =— 


M 点 在 y 方向 的 位 移 分 量 为 
v= dcos8 王 bcos8 王 和 
图 2-4 单元 绕 坐标 原点 转动 由 此 可 见 ,单元 绕 原 点 O 转动 微小 角度 0 时 ,单元 3 个 节 
点 的 位 移 为 


ui =—0yi:, vi= ri, i= 1,2,3 
将 上 式 代 入 式 (2-6) 与 式 (2-7) 中 ,得 到 
ou 0, az 05 “的 0 & 0 as 0, as=0 
将 上 述 各 量 代 入 式 (2-1) ,得 到 


u=—0O, v= (2-15) 
比较 式 (2-15) 与 式 (2-13) , 知 0= 笃 全, 由 此 可 见 位 移 函 数 式 (2-1) 中 包含 了 绕 原点 转 


动 的 刚体 位 移 。 
通过 上 述 分 析 可 知 ,位 移 函 数 表 达 式 (2-1) 中 包含 了 足够 的 刚体 位 移 项 。 而 且 不 难 发 
现 , 对 常 应 变 三 角形 单元 而 言 , 只 要 位 移 函 数 中 包含 常数 项 和 完整 的 一 次 项 ,就 能 反映 所 有 
的 刚体 位 移 与 常 应变 。 
4. 单元 间 位 移 的 连续 性 分 析 
设 有 两 相 邻 单元 ei 与 ,如 图 2-5 所 示 , 公 共 边 界 为 苹 边 ,在 芯 边 上 任 取 一 点 M, 设 
iM 三 s,ij 边 与 x 轴 正 向 的 夹 角 为 a. 于 是 详 边 上 M 点 的 坐标 xz、 
2 为 
并 一 Ti 十 scosa 
y = yi ssina en 
其 中 zi、yi 为 i 节点 的 坐标 。 由 式 (2-16) 可 见 ,x、y 是 s 的 一 次 
函数 。 因 位 移 函 数 式 (2-1) 中 的 uv 是 xz、y 的 二 元 一 次 函数 ,所 0 ~ 
以 一 般 来 说 ,在 了 万 边 上 ,xuo 也 是 zy 的 二 元 一 次 函数 。 于 是 在 
万 边 上 ,wp 应 是 的 一 次 函数 , 故 可 设 芯 边 上 位 移 为 


2-5 相 邻 单元 公共 边界 


I 
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| Co-17% 


v= A 二 As 
已 知 条 件 为 ;==0,u 二 uw; s 二 0,v0 二 vi; s 二 ly yu 二 届 ; 5 二 lv 二 Vj。 上 述 4 个 条 件 唯一 
确定 式 (2-17) 中 的 四 个 待定 参数 A 、A,、A; 、A, ,因此 单元 间 的 位 移 是 连续 的 。 
综 上 所 述 ,三 角形 单元 是 完备 协调 单元 。 当 网 格 细 分 时 ,其 有 限 元 解 收敛 到 精确 解 。 


2.2.3 形 函 数 的 性 质 


现在 讨论 前 面 得 到 的 位 移 函 数 表达 式 (2-10) 中 形 函 数 N;(z,y) 的 性 质 。 
(1) 根据 函数 插值 的 知识 , 形 函数 Ni(z,y) 是 基本 插值 函数 , 它 满足 
| 
Nil(zj,yi) = ” Chi = W200 (2-18) 
0，i 关 j 
即 N; 在 节点 i 处 值 为 1, 在 其 他 节点 处 值 为 0, 这 是 形 函 数 的 第 一 条 性 质 。 


(2) 由 式 (2-11) 知 ,Ni= 击 Co 二 bz 十 cy) ,一 1,2,3。 结合 式 (2-9) 有 


3 3 1 1 £3 和 3 
EN)= 2 其 人 十 赋 十 co) = 2 [et (Zo)et+ (Ze)s] 


= 南 (24+0+O =1 
不 失 一 般 性 
DNicz,y) =1 (2-19) 

即 所 有 形 函数 的 和 为 1 ,这 是 形 画 数 的 第 二 条 性 质 。 

(3) 由 Ni= 直 Co 十 bz 十 cy) ,而 aivbivet 只 与 节点 1.2、3 坐标 zwyt 有 关 , 与 zy 无 
关 , 故 Ni(z,y) 是 zy 的 二 元 一 次 多 项 式 。 即 形 函 数 与 位 移 函 数 是 阶 次 相同 的 多 项 式 。 这 
是 形 函数 的 第 三 条 性 质 。 

2.2.4 位 移 函 数 和 形 函 数 的 几何 意义 

1. 形 函 数 的 几何 意义 

当 册 =1,ws = 二 0 时,u DN 和 Ni ,这 说 明 Ni 反映 了 当 节 点 1 在 工 方向 的 位 


移 为 1, 节 点 2 和 节点 3 在 工 方向 位 移 为 零 时 ,单元 内 各 点 沿 工 方向 的 位 移 。Ns 、Ns 的 含义 
可 类 推 。 
从 几何 上 看 ,在 三 维 空间 (zx,y, Ni) 中 , 形 函 数 Ni 三 


南 (w 十 pz 十 cy) 是 一 空间 平面 ,由 三 点 可 以 确定 这 一 空间 平 


面 。Ni(z,y) 在 节点 1 的 值 为 1, 在 节点 2 和 节点 3 的 值 为 零 ， 
因此 Ni 平面 通过 三 点 (zi,y,1),.(zsvyz,0),(zsyys,0), 由 
此 可 作出 Ni 平面 如 图 2-6 所 示 。 同 理 可 作出 N,、Ns 平面 。 图 2-6 三 角形 单元 形 函数 图 
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由 图 2-6 可 知 , 形 函数 在 单元 边界 上 线性 变化 ,每 个 单元 边 上 的 N,(z,y) 值 ,可 按 比例 关系 

简单 求 出 ,而且 在 23 边 上 ,Ni 一 0; 在 12 边 上 ,Ns==0, 在 13 边 上 ,Na: 一 0; 单元 形 心 坐标 为 

ae) 1 且 吉 二 于 二 可 二 可 ,一 妾 十 光 十 光 , 可 以 通过 计算 得 到 NiCxsvy) 一 二 ,1.2,3。 
对 于 三 角形 网 格 划分 的 整个 二 维 区 域 来 说 , N, (zx,y) 是 如 图 2-7 所 示 的 角 锥 函数 。 用 


数学 式 子 表示 为 


1， 在 节点 i 
Ni(z,y) 二 1 线性 函数 ， 在 节点 i 周围 的 每 个 三 角形 单元 上 
0， 在 其 他 区 域 


N, 


图 2-7 二 维 区 域 上 的 形 函 数 图 


2. 位 移 函 数 的 几何 意义 
位 移 函 数 x 一 2 Ni 是 坐标 (x,y) 的 一 次 多 项 式 ,在 三 维 空间 (zx,y,w) 中 ,位 移 函 数 


u(xz,y) 是 一 空间 平面 ,可 由 三 点 确定 这 一 空间 平面 。 
在 图 2-8 所 示 的 三 角形 单元 e 上 , 设 节 点 1.2、3 的 向 位 移 分 量 依次 为 uf wi、w, 则 
u(x,y) 平 面 通过 三 点 (Ty) (Toy yt), (zywmyG) ,由 此 可 知 单元 e 的 wx 向 位 移 


w(xsy) 二 > Niu 是 如 图 2-8 所 示 的 小 三 角形 平面 。 


这 1 


Mo) 位 移 场 u(xwy) 


图 2-8 位 移 函 数 几何 意义 


当 采 用 三 角形 网 格 和 线性 位 移 函 数 式 (2-1) 时 ,真实 位 移 场 wx(z,y) 这 一 空间 曲面 用 一 
组 三 角形 平面 的 组 合 折 面 来 近似 。 显 然 , 网 格 越 细 , 近 似 程度 越 高 。 


2.3 单元 等 效 节点 载荷 向 量 


单元 节点 载荷 向 量 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 为 作用 于 单元 节点 上 的 集中 载荷 ; 另 一 部 分 
为 单元 非 节点 载荷 移 置 而 来 的 单元 等 效 节 点 载荷 。 本 节 主 要 介绍 单元 非 节点 载荷 如 何 进行 
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移 置 。 

在 建立 有 限 元 计算 模型 时 ,规定 外 载荷 只 作用 在 节点 上 。 当 单元 上 作用 有 非 节点 载荷 
时 ,应 按照 虚 功 等 效 的 原则 将 它们 移 置 到 节点 上 , 称 为 等 效 节点 载荷 。 所 谓 虚 功 等 效 是 指 原 
载荷 与 等 效 节点 载荷 在 任意 虚 位 移 上 的 虚 功 相等 。 载 荷 移 置 的 结果 取决 于 位 移 函 数 ,在 一 
定 的 位 移 函 数 下 , 移 置 的 结果 是 唯一 的 。 

一 个 单元 所 受 的 非 节点 载荷 一 般 包括 集中 载荷 .分布 体力 和 分 布 面 力 。 在 划分 网 格 时 ， 
集中 载荷 作用 点 应 设置 节点 ,一般 没 有 集中 载荷 移 置 问题 。 但 为 了 便于 说 明 面 力 和 体力 移 
置 ,从 集中 载荷 移 置 开始 阐述 。 


2.3.1 集中 载荷 的 等 效 节 点 载荷 
如 图 2-9 所 示 , 设 单元 123 内 任 一 点 M(z,y) 上 作用 有 集中 载荷 Fo, 其 分 量 为 Fe 和 

F 
Fi, 用 逢 阵 表 示 为 {Fn} 一 { } -将 {Fn) 移 和 到 该 单元 节点 » 


Pr 
Py 
上 的 等 效 节点 载荷 向 量 为 
{R}$, = [Fx Fy 下 xz Fy, Fxs Fys]™ 
假设 该 单元 产生 了 虚 位 移 {f* } 二 [u” 公开 ,单元 各 节点 的 
虚 位 移 为 


{060°} = ww A 六 和 
将 {f° } 与 {6" }* 代入 式 (2-12) 得 图 2-9 集中 载荷 的 等 效 移 置 
fr]= [oe = [NJ{0° } 
现在 要 求 载荷 作用 点 M 的 虚 位 移 , 只 需 将 M 的 坐标 (z,y) 代 入 上 式 即 可 。 根 据 虚 功 等 
效 原则 ,有 
{0° }" {R}E, = {f° }" {Fp}= [um vu){Fre}= {0° }"LNJ {Fp} 
由 于 虚 位 移 {6* }* 是 任意 的 , 则 


{R}$, = [NJ'{Fs} (2-20) 
即 
Fx Ni Fp 
Fy NiFse, 
Fx 入 :Fn 
{hs = = 
Fy NaFp, 
Fxs Ns Fp; 
Fys NsF?p, 
或 者 
Fx = NiF ps 
i= 1,2,3 CB- 
Fy = NiFp, 


应 该 注意 , 式 (2-20) 适 用 于 任意 形状 的 单元 , 移 署 的 结果 取决 于 LN]。 因 而 ,位 移 函 数 
不 同 , 移 置 的 结果 也 不 同 。 另 外 , 式 (2-20) 中 的 LN] 是 指 载荷 作用 点 的 LN]。 由 式 (2-21) 可 
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3 3 3 3 
Ss = NBs = Bs De = Ni = i 
i i=1 i=1 


即 等 效 节点 载荷 在 z、y 方向 的 分 量 之 和 分 别 等 于 Fe .Fp,。 


2.3.2 分 布 体力 的 等 效 节 点 载荷 


如 果 单 元 上 作用 有 分 布 体力 {Fs}( 如 重力 、 离 心力 等 ), 单 位 体积 内 的 体力 分 量 为 F,,、 
Fo,、Fb: ,体力 向 量 为 {Fs} 二 [Fo。 FFs， Fo]"。 将 微 元 体积 dV 上 的 体力 {F,}dV 当 作 集 
中 载荷 Fp, 由 式 (2-20) 知 , 微 元 上 体力 {Fs}dV 的 等 效 节点 载荷 向 量 为 [LN] {F,}dV, 于 是 
整个 单元 上 分 布 体力 的 等 效 节点 载荷 向 量 为 


胡乱 三 下 [NJ'{F,}dV (2-22) 


式 中 ,{R}%, 表 示 分 布 体力 的 等 效 节点 载荷 向 量 。 需 要 说 明 , 式 (2-22) 适 用 于 任意 形状 的 单 
元 ,[N] 中 Ni, 为 表示 体力 处 的 形 函 数值 。 
对 平面 问题 ,dV 二 idxrdy, 式 (2-22) 变 为 


{R} = ||NJr (Pyedrdy (2-23) 
aA 


车 为 平面 问题 的 三 角形 单元 , {R} = [NJ" {Fu}idzdy。 


车 三 角形 单元 的 厚度 1 为 常数 , 且 体力 均匀 分 布 时 ,FF .Fw 在 单元 内 是 常量 ,可 以 提 到 
积分 号 外 。 而 因 
[Nice wy aray = 二 A，i=1,2,3 
以 N 为 例 来 说 明 , ||N,Cz,yydzdy 表示 如 图 2-6 所 示 三 楼 锥 的 体积 。 | N:(z,y)dzdy、 


[Nsce, waray 与 之 类 似 。 于 是 


i N 0 Fu 
Fy, 0 NN Fu 
F N, 0 |iF F 
{Rj = 1 = 中 jzdzdy 一 工 A ™ (2-24) 
Fy; a| 0 NN; |(F,, 3 Fw 
he N 0 Ri 
Fys 0 NN; Fw 


对 于 均 质 等 厚 的 三 角形 单元 , 当 分 布 体力 为 重力 且 重 力 方 向 与 y 轴 方向 相反 时 ， 
{F}=[0 一 208 本 ,其 中 oog 为 重力 集 度 , 则 三 角形 单元 重量 W==Atpg。 由 式 (2-24) 得 到 


{RJ =— Wo 1 o 1 0 1 
即 对 均 质 等 厚 的 三 角形 单元 自重 进行 移 置 时 ,只 需 将 自重 的 1/3 移 置 到 3 个 节点 上 即 可 。 
2.3.3 分 布 面 力 的 等 效 节点 载荷 
车 单元 上 作用 有 分 布 面 力 {Fr}, 可 将 微 元 面积 dA 上 的 面 力 {Fr}dA 看 作 集 中 载荷 
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{Fp}, 同 理 得 到 整个 单元 上 分 布 面 力 的 等 效 节点 载荷 向 量 为 
{R}$. = Ny terydA (2-25) 
aA 
式 中 ,{R}& 表示 分 布 面 力 的 等 效 节点 载荷 向 量 。 需 要 说 明 , 式 (2-25) 适 用 于 任意 形状 的 单 
元 ,LN] 中 Ni 为 表示 面 力 处 的 形 函 数值 。 
对 平面 问题 ,车 单元 在 某 一 边界 上 的 面 力 为 {Fr} 二 [Fr Fr,], 微 元 面积 dA 二 1ds， 
则 式 (2-25) 变 为 


{R}E, = | LNJ' {Pryds (2-26) 


由 此 可 见 , 对 平面 问题 ,积分 沿 受 载 边 进 行 。 
如 果 单 元 既 有 分 布 体力 {F,} 作 用 ,又 有 分 布 面 力 {Fr} 作 用 , 则 直接 由 式 (2-22) 和 
式 (2-25) 全 加 ,得 到 等 效 节点 载荷 向 量 {R}* 为 


{R}: = {R}$ + {R}. = |,ENy (ryav + NI (Er)aA (2-27) 
a 
对 于 三 角形 单元 ,上 式 变 为 
{R}° = JNJ (rardy + | [NtFrhd (2-28) 
如 果 三 角形 单元 节点 上 原作 用 有 节点 载荷 向 量 {F.}*, 则 此 单元 的 节点 载荷 向 量 
{Fp}* 为 
{Fp}’= {F.}’ + {R}®, + {R}F. = {F.}° + ||ENT Fdrdy + | CNJ" (Frids 
(2-29) 
例 2-1 如 图 2-10 所 示 , 三 角形 单元 的 边 12 上 作用 沿 
工 方 向 的 载荷 已 ,P 作用 点 d 距 节点 1、2 的 距离 依次 为 0、 


4 ,12 边 长 为 4, 单元 厚度 为 !。 求 集中 载荷 P 的 等 效 节点 
载荷。 


P 
解 {Fe 一] 在 4 点 处 ,Ni 一 第,Ns 一 全 ,Ns 一 0， 


将 以 上 各 量 代 入 式 (2-20) ,得 到 图 2-10 三 角形 单元 受 集中 载荷 


0 
Ni 0 加 ls 
0 NN 区 0 
N: 0 |ip 硕 Py) Pla 
Ri 一 [N]TTF 一 一 | 村 ©@ 一 二 
{RY NT oi, {o) . 人 2 ]o 
Ns 0 0 一 0 
0 Nis 0 
0 0 
0 0 
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例 2-2 如 图 2-11 所 示 , 三 角形 单元 123 的 边 12 上 
受到 三 角形 分 布 载荷 ,在 节点 1 的 集 度 为 g, 其 方向 沿 工 
轴 。12 边 长 为 ,单元 厚度 为 1, 求 该 面 力 的 等 效 节点 


载荷 。 
名 
解 在 距 2 节点 为 “处 ,{Fr} 一 [人 9] Mi=T 
Ns 二 1 一 立 ,Ns =0, 将 以 上 各 量 代入 式 (2-26) ,得 到 I. ee 
5 
更 人 
3 
5 
于 0 
Mis 0 Tq qlt 
{RIS = 上 td 一 3 
峰 E 0 
而 “ 泛 一 芋 
‘ 0 
0 0 6 
0 0 


即 ,将 总 载荷 的 2/3 移 置 到 节点 1, 总 载荷 的 1/3 移 置 到 节点 2。 等 效 节点 载荷 沿 着 原 载 葵 
方向 , 仅 作 用 在 受 载 边 节点 上 。 
例 2-3 如 图 2-12 所 示 , 均 布 侧 压 g 作用 在 12 边 上 ， 
令 12 边 长 为 4, 单 元 厚度 为 1, 求 该 面 力 的 等 效 节点 载荷 。 
解 ” 设 侧 压 g 在 x 和 wy 方向 的 分 量 分 别 为 gq;、g,: 则 


qr = dsina = tn — 2) 


qy =— gcosa = ze —2) 


图 2-12 三 角形 单元 受 均 布 面 力 
边 12 上 的 面 力 为 


{Fr} = [gq gy] 
在 12 边 上 ,Ns 二 0, 距 节点 1 为 车 上 述 各 量 代入 式 (2-26) ,有 


il 
通 ， 
1 1 0 
Ny 
0 1 一 地 
4 证 一 
: Ss i 二 
二 下 和 “| 剖 ， 涯 并 让 
{R}E. | I 2 人 2 [ns 
本 
0 元 0 
0 
0 0 
0 0 


2.4 应 变 矩 阵 .应 力矩 阵 和 单元 刚度 窍 阵 


确定 了 单元 的 位 移 函 数 后 ,就 可 以 确定 单元 内 任 一 点 的 应 变 和 应 力 ( 它 们 也 是 用 基本 未 
知 量 节点 位 移 来 表示 的 ) ,进而 可 以 确定 单元 的 节点 力 和 节点 位 移 的 关系 。 
2.4.1 应 变 矩 阵 
将 单元 位 移 函 数 式 (2-10) 代 入 平面 问题 几何 方程 中 ,得 到 
au _ ANi aN: aNs 
本 ar™! + “2 t az 
du _ oN:, , ON:, ,oN 
i 
Bur 次 a a 人 a 9 到 
学 二 Sa 十 eu + aus + Dw 十 Do + Do 
用 和 矩阵 表示 上 述 关 系 , 得 到 
aNi aNz aN 1 SL 
6 qr oar dx Ul 
一 aNi aNs aNs | |us 
{ed :| gp a gy 和、 
Ys aN: aN: aN: 9N: aN，aNs ||,, 
Wy 有 动 了 动 ” 枉 
Us 
即 
{e} = [BJ{6}° (2-30) 
其 中 
aNi aN; aNs 
有 
aN， aN, aNs 
[LB]axs 和 Wy 0 蜀 
aN: 3N, 9N, 9N, aN: aN, 
ay I dy dm dy 下 
将 Ni= 直 (ww 二 oz 二 ca) 一 1,2,3 代入 上 式 ,得 到 
页 下 让 让 页 五 
mm 到 | a 0 ec 0 |- B。 B,] 
ca cz pb cs bs 
其 中 
b: 0 
| a 
ma- 划 。 cl|, i ls23 
Ci b: 


和 矩阵 [Bj 是 由 节点 位 移 求 单元 内 任 一 点 应 变 的 转换 矩阵 , 称 为 应 变 矩 阵 


。[LB] 的 元 素 是 
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与 三 角形 单元 的 几何 性 质 有 关 的 常数 ,因而 ,每 一 个 单元 中 应 变 分 量 ss \sy yo。 均 为 常量 , 故 
称 三 角形 单元 是 常 应 变 三 角形 单元 。 显 然 , 单 元 间 应 变 有 突变 ( 即 应 变 不 连续 )。 


2.4.2 应 力矩 阵 


将 式 (2-30) 代 入 物理 方程 fo} 二 LD]{e} 中 ,得 到 
{0}= [Dj{e}= [DJLB]{6} = [SJ]{6}° (2-31) 
其 中 
[Sj] = [D]LB] 
[SJ] 是 由 单元 节点 位 移 求 单元 内 任 一 点 应 力 的 转换 矩阵 , 称 为 应 力 和 矩阵。 由 于 [Dj]、[Bj 中 
的 元 素 都 是 常量 ,[S] 中 的 元 素 也 都 是 常量 ,单元 中 的 应 力 分 量 即 为 常量 。 所 以 ,三 角形 单 
元 既是 常 应 变 单元 ,也 是 常 应 力 单元 。 相 邻 单元 将 有 不 同 的 应 力 , 在 它们 的 公共 边界 上 应 力 
将 有 突变 。 随 着 网 格 的 细 化 ,这 种 突变 将 急剧 缩小 ,并 不 妨碍 有 限 元 解答 收敛 于 正确 解 。 
由 于 平面 应 力 问题 与 平面 应 变 问 题 的 弹性 矩阵 [DJ 不同, 因而 它们 的 应 力矩 阵 也 不 同 ， 
将 应 力矩 阵 写成 如 下 分 块 形式 ， 
[S]= [S S: 5;] 


对 于 平面 应 力 问题 
bi Ac 
及 Ai c 加 
[Si]= 天 一 一 一 一 1,2,3 
2(1— pA es 遇 = 
2 
对 于 平面 应 变 问题 ,将 E 换 为 -二 jz, 换 为 7 入;， 得 到 
b; er, 
1 一 大 
E(1—p) 多 - 站 
a i 7 十 庆 Ee wd 
1 一 2 。 1 一 2p 


7 30 二 0 
2.4.3 单元 刚度 矩阵 


利用 变形 体 虚 功 方程 可 导出 单元 刚度 矩阵 表达 式 。 

变形 体 的 虚 功 原理 可 描述 为 : 要 使 变形 体 在 某 一 形变 位 置 处 于 平衡 ,其 充 要 条 件 是 在 
这 一 形变 位 置 ,所 有 外 力 和 内 力 在 任何 虚 位 移 上 所 作 的 虚 功 之 和 为 零 , 即 

V 二 WE 一 0 (2-32) 

式 (2-32) 称 为 变形 体 的 虚 功 方程 。 

不 失 一 般 性 ,以 三 节点 三 角形 单元 为 例 推导 单元 刚度 和 矩阵。 由 于 已 经 将 作用 在 单元 上 
的 外 载荷 全 部 移 置 到 了 节点 上 ,所 以 ,单元 节点 力 是 作用 于 单元 的 唯一 外 力 。 设 三 角形 单元 
产生 一 虚 位 移 ,单元 节点 相应 的 虚 位 移 为 {6 }“, 单 元 内 部 相应 的 虚 应 变 为 {e* } , 则 外 力 虚 


功 为 WE 二 {6" }“{F}*, 内 力 虚 功 为 Wi 一 -| 二 }"{o}dV ,于 是 变形 体 的 虚 功 方程 可 以 
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上 =| ,te yr {odv (2-38) 


(2-34) 


{F} = [fa ds fr fy fs 六 全 
{Oy=[ 
fe}= [I © 5] = [BI ¥ 

{0} 的 表达 式 如 式 (2-31) 。{6" }* 表示 节点 虚 位 移 , {6}* 表示 节点 位 移 。 将 式 (2-31) 

和 式 (2-34) 代 入 式 (2-33) 中 ,得 
{0° }"{F} = {6° | catDl [B]{6}°dV (2-35) 

因 虚 位 移 是 任意 的 , 故 向 量 {8"” }“ 也 是 任意 的 ,由 式 (2-35) 得 

= (| BlrIDIIBdy)ty 
上 述 推导 中 ,因为 {8" }“ 和 {6}* 中 的 元 素 是 常量 ,所 以 可 以 提 到 积分 号 外 。 


过 


[£]° =| [BlrIpIUBldv (2-36) 
则 有 

{F}: 一 [E] (0 (2-37) 
式 (2-37) 建 立 了 单元 节点 力 和 节点 位 移 的 关系 。 和 矩阵 [k]" 是 由 单元 节点 位 移 求 单元 

节点 力 的 转换 矩阵 , 称 为 单元 刚度 矩阵 。 对 平面 问题 ,dV 二 idzrdy, 式 (2-36) 可 以 表示 为 
[A] = 81rrp] [Blidzrdy (2-38) 

A 

对 于 三 角形 单元 来 说 , 式 (2-38) 的 积分 是 在 三 角形 单元 上 进行 的 。 由 于 三 角形 单元 是 
常 应变 单 元 ,[B]、LDJ 中 的 元 素 都 是 常数 , 设 单元 等 厚度 , 则 1 为 常数 ,于 是 式 (2-38) 可 以 


写 为 


[#]° 一 [B]7LD]LB]A = [BJ"LS]A (2-39) 
显然 ,三 角形 单元 的 单元 刚度 矩阵 [k]* 是 6X6 阶 和 矩阵 , 式 (2-37) 的 完整 形式 是 
单元 自由 度 号 单元 自由 度 号 
1 Fa ku ke As ku ks ks]|fu 1 
2 Es kz kz kzs kz As kzs ||v 2 
3 Fs ks ks kss ks kss ks | | 3 
= (2-40) 
4 FF ku ke ks ku ks ke ||us 4 
5 F,s ks sz kss As kss kss ||us 5 
6 F,s ks ks As ke kss kee \vs 6 


式 (2-40) 也 可 以 写成 如 下 分 块 形式 : 
{Fi}Y TLea] Les] [es]] ff0.}Y 
[| 区 [ks ] oa| | 


{Fs} [ka] [kss] [ess]J \{6} 
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式 中 ,{Fi} 二 [Fs FyJ]" 为 节点 i 的 节点 力 向 量 ; {6;} 二 [wu 也 本 为 节点 i 的 节点 位 移 
向 量 。 


cu]=| 开 
2i,2j—1 2i,2j 

锯 是 影响 系数 , 它 表 示 第 j 个 自由 度 节点 位 移 为 1 ,其 余 节 点 位 移 为 0 时 ,所 引起 的 第 i 
个 自由 度 对 应 的 单元 节点 力 ,这 里 ,i\j 指 单元 的 局 部 自由 度 。[ks ] 是 影响 系数 矩阵 , 它 表 
示 {6;} 对 {FF;} 的 影响 。 

单元 刚度 矩阵 [kJ* 具有 下 列 性 质 : 

(1) 对 称 性 。[kJ 的 表达 式 为 [&]“== | [B]'[D][B]dV, 因 为 [D] 为 对 称 矩 阵 ,LDJ 二 


[D], 于 是 [LB] [P]LB]] 一 [B] ID] IB] 一 [B] CDP]LB], 即 [LA] 一 [A] ,所 以 [kJ 


kzii,2—1 kzi-1,2j 


| -2.3 是 2X2 阶 子 矩阵 。 


是 对 称 和 矩阵 。 
(2) 奇异 性 。 如 果 令 uw 二 1, 其 余 节 点 位 移 分 量 为 0, 由 式 (2-40) 有 
Fa ku 
Fw kzl 
下 .> ka1 
Fa 四 ka 
F,s ks 
F,s ke 


即 单元 刚度 矩阵 第 一 列 元 素 的 物理 意义 是 : 当 ww 二 1, 其 余 节 点 位 移 分 量 都 为 0 时 所 产 
生 的 各 节点 位 移 分 量 对 应 的 节点 力 满足 Fa 二 ku ,Fy 二 ka ，… ,Fys 二 ks。 由 于 单元 在 这 些 
节点 力 的 作用 下 处 于 平衡 ,所 以 有 


3 
DF =0,， 即 hu 二 ka 十 ks = 二 0 
i=] 


SF, 二 0， 即 ka 十 ku 十 ks = 二 0 
证 1 
由 此 得 到 
ku 十 ka 十 ka 十 ku 十 kai 十 ke 二 0 
同 理 可 知 ,单元 刚度 矩阵 [LA]* 的 各 列 元 素 之 和 均 为 0, 即 单元 刚度 矩阵 LkJ* 是 奇异 矩阵 。 
单元 刚度 矩阵 是 奇异 的 ,其 物理 意义 是 ,在 无 约束 条 件 下 ,单元 可 作 刚 体 运 动 。 
对 常 应变 三 角形 单元 ,单元 刚度 矩阵 还 有 如 下 性 质 : 
(1) 对 常 应 变 三 角形 单元 .车 单元 为 各 对 应 边 平行 的 平面 图 形 , 如 果 具 有 相同 的 材料 参 
数 和 厚度 ,并 且 相 应 节点 的 局 部 编号 相同 , 则 它们 具有 相同 的 单元 刚度 矩阵 。 
如 图 2-13(a) 所 示 的 两 个 三 角形 单元 相似 , 则 
Us ls: Wp 
Lis Ls la 
如 图 2-13(b) 所 示 ,bi ci 的 绝对 值 分 别 是 边 23 的 长 ls 在 yy 方向 和 zz 方 向 的 投影 , 且 
-Nt 


bi a lss 


= 


三 甘 


第 2 章 平面 问题 的 有 限 元 法 


OR Ra 
几 3 g3' 3 
A 1 
CN 
b2 1 1 
by 二 
@ 四 加 (b) 
图 2-13 ”相似 单元 
同 理 
人 
Ba Wy de 
相似 三 角形 面积 比 等 于 边 长 之 比 的 平方 , 即 
2 和 一 nn 
A 


利用 上 述 关 系 得 


bp 0 m;: 0 
[B‘]= 于 | 加 FA 6 nei|= 工 [B,]， ji 
cc b 


/ 
i nc: nbi 


于 是 [如 ] =[B']7[D]IB'J4A'= 二 [BT7[D] 荆 [B]wzaA= [4]"。 


(2) 对 常 应 变 三 角形 单元 , 若 单元 在 自身 平面 内 水 平 或 竖 向 平移 ,或 旋转 180, 则 单元 
刚度 矩阵 不 变 。 


下 面 通过 例题 说 明 计算 单元 刚度 矩阵 的 过 程 。 四 
例 2-4 如 图 2-14 所 示 的 平面 应 力 三 角形 单元 ,已 知 厚度 E 2 
4 二 0.1, 弹 性 模 量 二 4X10', 泊 松 比 py 二 0.3, 试 求 单元 的 刚度 _ 
和 矩阵。 
解 该 单元 的 面积 为 = 去。 在 图 示 坐 标 中 ,节点 1、2、3 om 
的 坐标 依次 为 (1,0) ,(1,1),(0,1) ,于 是 国 区 1 条 本 本 4 三 消 素 半天 
bi 32 一 ys 0, a (wi — zs) 1 
bs 3 一 入 ls cs Cws 一 号 站 1 
bs yO— ye ls og (zi—2x)=0 
应 变 和 矩阵 为 
访 0 机 页 六 全 8 1 
m- 刘 。 二 0 0 -| oi0@1 0 | 
cl ap cz pc 及 = di | 
对 平面 应 力 问 题 , 弹 性 矩阵 为 
i 1 这 得 而 
[IDI= | 人 -es 1 0 | 
0 0 0 0 0.35 


单元 刚度 矩阵 为 


35 


SS 
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人 De oe a 
[#]°= [BJLDJLB]A 
0 0—1 
0—1 0 
j 沟 而 已 站 下 人 = 0 
一 2.2X10 ; 区 1 0 | tO =ij01i 0 05 
0 0 0.35l-1 011 0 一 ! 
—1 0 
0 0 一 ! 
769 0 一 769 一 769 0 769 
0 2197 一 659 一 2197 659 0 


一 769 一 659 2967 1427 一 2197 一 769 

人 一 769 一 21997 1427 2967 ”一 659 一 769 
0 659 一 2197 ”一 659 2197 0 

769 0 一 769 一 69 0 769 


2.4.4 计算 单元 刚度 矩阵 的 程序 设计 

有 限 元 法 主要 由 程序 实现 ,本 节 以 三 节点 三 角形 单元 为 例 ,简要 说 明 单 元 刚度 矩阵 的 程 
序 设 计 。 

计算 三 节点 三 角形 单元 的 单元 刚度 矩阵 程序 框图 如 图 2-15 所 示 。 已 知 数据 应 包括 材 
料 参 数 (弹性 模 量 、 泊 松 比 ) 、 几 何 参 数 ( 单 元 厚度 、 节 点 坐标 ), 问 题 类 型 应 包括 平面 应 力 问 
题 平面 应 变 问 题 。 输 入 数据 可 以 是 数据 文件 ,也 可 以 采用 可 视 化 编程 由 界面 输入 。 


输入 已 知 数据 


根据 问题 类 型 形成 弹性 矩阵 


计算 单元 面积 


计算 bi、ci,i=1,2,3 ,形成 应 变 矩 阵 


形成 应 力 给 阵 
i 


形成 单元 刚度 矩阵 


输出 单元 刚度 矩阵 与 单元 面积 


图 2-15 三 角形 单元 的 单元 刚度 矩阵 程序 框图 


读者 可 编制 平面 问题 三 角形 单元 的 单元 刚度 矩阵 程序 ,并 用 它 计算 图 2-14 所 示 的 平面 
应 力 三 角形 单元 的 单元 刚度 矩阵 ,与 手 算 结果 进行 比较 ,体会 程序 的 有 效 快 捷 。 
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ie PB 


2.5 整体 平衡 方程 与 整体 刚度 矩阵 


2.5.1 由 节点 平衡 建立 整体 平衡 方程 


为 简单 起 见 , 以 图 2-16(a) 所 示 离 散 化 结构 为 例 , 说 明 整 体 平衡 方程 的 建立 过 程 。 
分 别 以 单元 @ .单元 @ .节点 2 为 研究 对 象 , 受 力 如 图 2-16(b)、 图 2-16(c)、 图 2-16(d) 
所 示 。 


图 2-16 离散 化 结构 及 受 力图 


对 节点 2, 由 平衡 方程 得 
FY 十 Fi2 一 下 。 
Fe 十 FR2 = 下。 


Fay 四 FF F,s 
[meh me) (es 
{Fa}™ + {F2}®? = {F:} (2-41) 
表示 外 单元 给 2 节点 的 力 加 @ 单 元 给 2 节点 的 力 等 于 2 节点 的 节点 载荷 。 


同 理 分 别 考查 1.3、4 节点 的 平衡 ,得 到 类 似 表达 式 如 下 : 
= Rs + = RA = 


写成 矩阵 形式 为 


简 记 为 


(2-42) 
上 式 中 有 些 项 为 零 ,但 为 了 形式 上 的 一 致 , 仍 表示 出 来 
对 单元 @ ,单元 的 刚度 方程 为 
Py = ce [天 Jo 人 全 (2- 43) 


上 式 是 按 单元 节点 的 局 部 编号 排序 的 。 根 据 局 部 编号 与 整体 编号 的 对 应 关系 , 先 将 局 部 编 
号 换 成 对 应 的 整体 编号 ,再 按 整 体 编号 从 小 到 大 的 顺序 重新 排序 ,将 排序 后 的 式 (2-43) 写 
成 分 块 形式 为 
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ovis patent neededttrntesiettrtantens,) > Sn nnertrtdnadnnprrnreritin te 


{Fi}™ [ku]™ [kl]™” [ks]™ |[{0})™ 
[el [ez ] wor | (2-44) 
{Fs}™ [ka]™ [ks]™” [kss]"™ {6} 
将 位 移 扩 充 为 整体 节点 位 移 向 量 
{0}= [a w ww ve ua wu = [0 {6} {0} {60.77] 
于 是 式 (2-44) 扩 充 为 
th [ku]™®™ [ke]™ [kes]®™ [ofto 
{Fa}™ |_ | [ka] [kz]™ [ks1™ [0] | | {6.} 
i [ka]®™ [ksz]™ [kss]2 Lo]||{6:} 
{0} [0] [0] [0] [oJl{6,} 
将 上 式 载荷 向 量 中 的 {0} 表 示 为 {F，}”, 则 上 式 变 为 
th [ku]™ [ke]™ [es] [Lo][{o} 
{Fa}™ [ka]®™” [kz] [Ass] [Lo] {02} ca 
Ri [ka]™” [kz]™ [ks]™” [Lo]||{6:} 
Leo [0] [0] [0] [oa 
称 式 (2-45) 左 边 向 量 为 单元 四 节点 载荷 向 量 的 贡献 向 量 , 称 等 式 右边 矩阵 为 单元 中 单元 刚 
度 矩 阵 的 贡献 矩阵 。 
同 理 , 对 单元 @ 分 析 得 ,扩充 后 的 单元 平衡 方程 为 
th [0] [0] [0] Lo] {60} 
{Fa}® | |[0] [kz]®™ [ks]® [kl® ||{6.} 
{Fs}y® | | [0 [ee]® [ks]® [ka]® ||{6:} 
5 Lo0] lesl® 基本 区 
式 (2-45) 与 上 式 两 边 分 别 相 加 得 
ey [ku]™ [ks]™ [ks]™ [0] {2} 
NE [ka]™” [ka] 2 十 [hz]2 [ks] +[ks]® [kl] | ts 
{Fj} +{F}?| | [am [io 十 [tale [kalo+[ks]® [le | fa 
om 十 {FJe [o] [hz]® [ks]® [hu]? leo} 
将 式 (2-41) 式 (2-42) 代 入 上 式 得 
Ch [ku]™ [kJ™ [ks]™ [0] {0 } 
{Fa}|_ | [kal®™ [kz2]™ +[k]®™ [ks]2 +i[ks]®™ [ka]2 | fs 
{Fs} I [ka]®™” [ka]™ 十 [ks] 2 [kss]™ 十 [kss] 2 [ka] ||{6} 
{Fs} [0] [Asz] [As ] [Ru] Jl{6} 
简 记 为 
[K]1{6}= {Fr} (2-46) 


式 (2-46) 称 为 结构 的 整体 平衡 方程 。 其 中 ,LK] 为 整体 刚度 矩阵 , {6} 为 按 结构 自由 度 顺 序 
排列 的 整体 节点 位 移 向 量 ,{ Fp} 为 按 结构 自由 度 顺 序 排列 的 整体 节点 力 向 量 。 若 结构 及 


个 节点 , 则 式 (2-46) 的 完整 形式 为 
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ul Fpa 
vl Fpy 
Ki Ri Ki 、 
Us 下 pa 
天 2 天 2 天 >, 
va | 一 YFpye (2-47) 
Ks,, 1 天 2 天 2。 2m us 二 
Un Fpy 


其 中 Ky 是 影响 系数 , 它 表示 沿 结构 的 第 J 个 自由 度 方 向 产生 单位 位 移 而 其 余 节 点 位 移 为 
零 时 ,在 第 工 个 自由 度 方 向 需 施 加 的 外 力 , 这 里 IJ 表示 节点 的 整体 编号 。 
式 (2-47) 的 分 块 形式 为 
[Kn] Ls] “ss [Ki,] {01} {Fm} 


[Ka] [LK] SO [K;,,] {62} {Fe} 
Eal DK] «» LK. li {Fr,} 
四 是 Ss _ [R21 Kz 
其 中 , {Fn)=[Fes FeJ (99=[w vl,LKo lo =| b 
K21,21-1 K21,2] 


2.5.2 整体 刚度 矩阵 的 集成 


由 上 述 推导 过 程 知 ,整体 刚度 矩阵 [KJ 由 各 单元 的 单元 刚度 矩阵 至 加 后 得 到 ,单元 刚度 
和 抢 阵 扩充 为 贡献 矩阵 时 要 补充 零 子 块 。 单 元 数目 越 多 ,需要 扩充 的 阶 数 越 大 ,补充 的 零 子 块 
越 多 ,因此 这 种 生成 整体 刚度 矩阵 的 方法 并 不 实用 。 但 是 该 方法 思路 清晰 ,可 用 于 理论 描 
述 。 在 具体 实施 时 ,应 从 上 述 过 程 找 出 规律 ,将 单元 刚度 矩阵 中 的 元 素 依据 一 定 的 规则 释 加 
到 整体 刚度 矩阵 的 行 , 列 中 ,形成 整体 刚度 矩阵 。 

从 上 一 节 的 推导 过 程 可 知 ,组 集 整 体 刚度 矩阵 的 基本 思路 是 : @ 单 元 刚度 矩阵 按 2X2 
的 子 块 直接 送 入 整体 刚度 矩阵 中 ; @ 单 元 刚度 矩阵 子 块 进入 整体 刚度 矩阵 中 的 列 号 、 行 号 
分 别 取决 于 该 节点 的 节点 位 移 向 量 、 节 点 载荷 向 量 在 整体 节点 自由 度 编号 中 的 排序 。 

具体 组 集 整 体 刚度 矩阵 的 方法 如 下 : 

(1) 建立 每 个 单元 的 节点 局 部 编号 与 结构 整体 节点 编号 的 对 应 关系 。 


(2) 对 单元 刚度 矩阵 的 各 子 块 “ 对 号 人 座 ” 地 送 入 整体 刚度 矩阵 3 
相应 的 位 置 。 中 | 
(3) 送 入 同一 位 置 的 子 块 相 加 ,无 子 块 送 入 的 位 置 置 零 子 块 。 ER 
下 面 通过 例题 说 明 组 集 整 体 刚度 矩阵 的 过 程 。 > 


例 2-5 如 图 2-17 所 示 结 构 有 限 元 网 格 , 设 单元 @ .单元 四 的 单 
元 刚度 矩阵 的 分 块 形式 如 下 , 试 组 集 整体 刚度 矩阵 。 
Wal® al® Basie 
[ga]®™” [gz]™ [kd]™ 
[ga]®™ [kj]™ [ks 
解 ” 各 单元 局 部 编号 与 整体 编号 的 对 应 关系 为 


图 2-17 离散 化 结构 


[ga]® [kj ce | 


[io = ， [ee = | [ae [Cz]® [ha]? 


[As ] ”Lesz] [kss]® 
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单元 号 0 © 
单元 节点 局 部 编号 对 应 的 节点 整体 编号 

于 2 3 

2 1 4 

3 3 2 


先 放 [kJ 中 的 各 子 块 。 因 单元 的 局 部 节点 编号 1 对 应 的 整体 节点 编号 为 2, 局 部 节 
点 编号 2 对 应 整体 节点 编号 为 1, 故 将 [hs]" 子 块 送 到 整体 刚度 矩阵 的 LKz ] 子 块 位 置 。 其 
他 依次 类 推 。 放 完 [A ”中 的 各 子 块 后 的 结果 如 下 : 


整体 节点 编号 1 加 4 
1 [kz bg [kz De [Ass] 
2 [Aiz] [An ] [As] 
3 [gsad™ | [kil | Lesad™ 
4 


再 放 [A]2 中 的 各 子 块 , 放 到 同一 位 置 的 子 块 相 加 ,全 部 放 完 后 结果 如 下 : 


整体 节点 编号 1 2 3 4 
[Ass] [kn] [Ass] 
2 [Ai | [An] 2 十 [Ass] 2 | [As] 2 十 [Asa] > | [ks 
3 [gs]™ [As 下 el ad ™ tli [kz J? 
4 [kzs I [As ] [As 下 
CR 与 LKu] 位 置 无 子 块 送 入 , 置 [0] 子 块 , 则 得 到 整体 刚度 矩阵 的 分 块 形式 为 
[kz2 ] [LAa ] [kzs J'™ [0] 
[| [kJ™ [kn J] 二 [kas [As] 呈 十 [As [Rs] 
[Ass] | [As] 十 LAs] | [kssJ 2 十 Len] ”| Lei] 
[o] [Ass] [Lk J” [As ] 2 


由 此 可 见 , 本 例 中 的 整体 刚度 矩阵 为 8X8 的 方 阵 。 
2.5.3 整体 刚度 矩阵 的 特点 


1. 对 称 性 

和 单元 刚度 矩阵 一 样 , 整 体 刚度 矩阵 也 是 对 称 和 矩阵 。 利 用 其 对 称 性 ,可 以 只 存储 其 上 三 
角 或 下 三 角 部 分 ,从 而 节省 计算 机 存储 空间 。 

2. 稀 晓 性 

整体 刚度 矩阵 是 一 个 稀 朴 矩阵。 稀 朴 性 是 指 对 于 节点 较 多 的 网 格 来 说 ,[K] 的 大 多 数 
元 素 都 是 零 , 非 零 元 素 只 占 元 素 总 数 的 少 部 分 。 

为 说 明 稀 朴 性 ,引入 相关 节点 的 概念 。 将 处 于 同一 单元 的 节点 叫 相关 节点 ,否则 称 为 非 
相关 节点 。 例 如 图 2-18(a) 中 ,节点 5 的 相关 节点 为 2.3、4、5、6、8、9。 由 于 一 个 节点 的 节点 
位 移 只 对 同一 单元 上 的 节点 力 有 影响 ,所 以 在 整体 刚度 矩阵 中 ,相关 节点 对 应 的 子 块 是 非 零 
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子 块 ,而 非 相 关节 点 对 应 的 子 块 一 定 是 零 子 块 。 


二 
油 


FS 
7 


D 
plg|lp 
BD 


2-18 整体 刚度 矩阵 的 稀 朴 性 


以 图 2-18(a) 所 示 的 10 节点 网 格 为 例 ,其 整体 刚度 矩阵 [K] 中 的 非 零 子 块 (用 人 表示) 
分 布 如 图 2-18(b) 所 示 。 以 第 一 行为 例 , 节 点 1 的 相关 节点 为 1、.2、3, 因 而 只 有 [Ku ]、 
[LK1s]\[LK1s] 三 个 子 块 不 为 零 ,其 余 均 为 非 相关 节点 对 应 的 零 子 块 。 

在 弹性 力学 平面 问题 中 ,以 三 角形 单元 为 例 ,1 个 节点 的 相关 节点 一 般 不 会 超过 9 个 
(最 常见 的 是 7 个 ) 。 而 一 个 实际 的 工程 问题 , 取 200 个 节点 并 不 算 多 ,此 时 ,[K] 的 一 行 中 
非 零 子 块 最 多 占 9/200, 即 5% 以 下 。 网 格 分 得 越 细 ,节点 越 多 ,整体 刚度 矩阵 的 稀 朴 性 就 越 
突出 。 利 用 这 一 特点 ,在 程序 设计 中 可 设法 只 存储 [K] 中 的 非 零 元 素 ,或 者 存储 尽量 少 的 零 
元 素 。 这 样 , 既 可 节省 内 存 , 又 可 节省 运算 时 间 。 

3. 奇异 性 

整体 刚度 矩阵 和 单元 刚度 矩阵 一 样 是 奇异 阵 , 证 明 方法 相同 。 其 物理 意义 是 : 整个 结 
构 在 无 约束 条 件 下 可 作 刚 体 运动 。 因 而 在 解 题 时 必须 引入 约束 条 件 , 以 消除 刚体 位 移 , 亦 即 
消除 整体 刚度 矩阵 的 奇异 性 。 

整体 刚度 矩阵 的 奇异 性 亦 可 这 样 来 说 明 : 整体 刚度 矩阵 的 每 行 元 素 是 由 单元 刚度 阵 的 
对 应 行 元 素 组 成 ,因为 单元 刚度 阵 每 行 元 素 之 和 为 零 , 所 以 ,整体 刚度 矩阵 每 行 元 素 之 和 也 
为 零 ,整体 刚度 矩阵 是 奇异 阵 。 

4. 带 状 分 布 

由 图 2-18(b) 可 以 看 出 ,整体 刚度 矩阵 [K] 的 非 零 元 素 分 布 在 以 对 角 线 为 中 心 的 带 状 
区 域内 ,这 种 矩阵 叫做 带 状 矩 阵 。 在 包括 对 角 线 元 素 在 内 的 半 个 带 状 区 域内 ,每 行 包 含 的 最 
多 元 素 个 数 叫 该 行 的 半 带 宽 。 在 图 2-18 中 , 半 带 中 每 行 最 多 有 5 个 子 块 (每 个 子 块 为 2X2 
子 矩 阵 ), 即 10 个 元 素 , 故 最 大 半 带 宽 d= 二 10。 

半 带 宽 的 计算 公式 为 

d 二 (单元 节点 号 的 最 大 差 值 十 1) X 节点 自由 度 
在 平面 问题 中 ,节点 自由 度 为 2, 所 以 半 带 宽 为 d==( 单 元 节点 号 的 最 大 差 值 十 1) X2。 

图 2-18 共有 9 个 单元 , 先 计算 每 个 单元 节点 整体 编号 的 最 大 差 值 ,并 从 中 选 出 最 大 差 
值 为 4, 于 是 4=(4 十 1) Xx2=10。 

在 图 2-18 中 ,9 号 单元 节点 号 差 值 为 最 大 (等 于 4), 它 表示 在 整体 刚度 矩阵 的 第 六 行 
中 ,最 左边 一 个 非 零 子 块 LK6.16] 与 对 角 线 子 块 LK6s ] 中 间 相 隔 的 子 块 数 , 再 加 上 对 角 线 子 
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块 ,共有 5 个子 块 , 故 半 带宽 为 10。 
2.5.4 整体 刚度 矩阵 的 存储 


1. 带 状 矩阵 的 半 等 带宽 存储 

如 果 网 格 有 个 节点 , 则 整体 刚度 矩阵 有 2nX2n 个 元 素 ,这 个 数字 往往 很 大 ,可 能 会 超 
出 计算 机 的 内 存 容量 。 利 用 整体 刚度 矩阵 的 对 称 性 和 带 状 特点 ,只 需 在 计算 机 中 存储 其 上 
半 带 的 元 素 , 并 将 斜 带 改 成 竖 带 ,也 就 是 将 上 半 带 元 素 存 放 在 2n 行 、d 列 的 二 维 数组 中 
(图 2-19)。 这 时 ,存储 量 由 2nX2n 减少 为 22Xd, 为 原 存 储量 的 d/(2n)。 可 见 , 半 带宽 越 
小 ,存储 量 也 越 小 ; n 越 大 ,节省 内 存 越 多 。 


| | 
XxXxx XxxX 加 
Xxx Xx x 
入 入 注 Xxxx 
X X X 和 


(a) (b) 
图 2-19 带 状 矩阵 半 等 带宽 存储 


由 图 2-19 可 知 , 斜 带 改 成 竖 带 就 是 从 第 2 行 开始 逐 行 向 左 移 1 格 、2 格 …… 即 向 左 看 
齐 。 第 i 行 向 左 移 i 一 1 格 ,因而 第 i 行 的 元 素 列 号 均 减少 i 一 1。 于 是 ,第 i 行 第 j 列 元 素 在 
竖 带 中 变 为 第 i 行 第 j 一 (i 一 1) = j 一 i 十 1 列 元 素 。 
Ks Se Kijin 
斜 带 和 竖 带 的 元 素 间 的 关系 如 表 2-1 所 示 。 这 种 存储 方式 叫做 [Kj] 的 半 等 带宽 存储 。 
表 2-1 斜 带 和 坚 带 元 素 间 的 关系 


斜 带 LK] 竖 带 [K*] 

对 角 线 元 素 第 一 列 元 素 

第 i 行 元 素 第 i 行 元 素 

第 * 列 元 素 从 Ks 引出 的 45" 斜 线 上 的 元 素 

i 行 j 列 元 素 i 行 Q 一 i 十 1) 列 元 素 Kj = 二 Kij-i+ 


2.[K] 作 为 一 维 数组 的 存储 

由 图 2-18 可 以 看 出 , 带 状 区 域内 仍 有 不 少 零 子 块 。 如 果 每 行 元 素 
中 存储 第 一 个 非 零 元 素 到 对 角 线 元 素 ( 图 2-20 所 示 下 半 带 阴影 区 ) , 则 
可 节省 不 少 存储 单元 。 由 于 各 行 的 半 带 宽 一 般 不 同 ,将 图 2-20 所 示 非 
零 元 素 区 元 素 一 行 接 一 行 用 一 个 一 维 数组 RCM) 来 存储 ,这 种 存储 方 
法 叫 变 带宽 一 维 存储 。M 表示 一 维 数组 R 的 元 素 序 号 ,第 一 行 只 有 一 ”图 2-20 下 半 带 元 素 
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Oe PB NN 


个 元 素 Ku , 它 就 是 R(1), 或 者 说 ,R(1) 二 Ku。 

现在 ,建立 [Kj] 中 下 半 带 阴影 区 任 一 元 素 Ki 在 一 维 数组 R 中 的 位 置 M。 设 SG) 表 示 
对 角 元 项 K; 在 数组 R 中 的 位 置 ,显然 有 ,S(1) = 二 1。S(i) 也 表示 前 i 行 非 零 元 素 的 个 数 ， 
于 是 


SD)=SG—D+d= SG—D+i—ht+tl, i=2,3,n (2-48) 
式 中 : d 表示 第 i 行 的 左 侧 半 带 宽 ; 天 表示 第 i 行 第 一 个 非 零 元 素 的 列 号 。 
设 [K] 为 nXn 阶 方 阵 , 则 Ks 在 R 中 的 位 置 为 
M= SG) 一 G 一 疙 =SGD) 一 i 十 入 LS<i<i 


即 

R(M) = R(S(D) —i+)) = Ks 
可 见 , 只 要 确定 了 对 角 线 元 素 Ki 在 数组 R 中 的 位 置 S(i)(S( 让 又 叫做 对 角 元 指针 ) ,就 可 确 
定 元 素 Kj; 在 R 中 的 位 置 。S( 让 从 S(1) 二 1 出 发 ,按照 式 (2-48) 的 递 推 公式 求 得 。 显 然 , 总 
的 存储 量 为 


S(n) = S(n—1)+d, 一 SC 一 功 十 元 一 了 十 1 
实际 上 , 它 也 等 于 > di。 
图 2-21 所 示 为 对 称 矩 阵 [K] 的 对 角 元 指针 S(i) 与 一 维 数组 RCM) 。 


f |12345 
AN SD) |13479 
Kl Kz 
Ky M|1234 56789 
0 [Ky K43 大 柯 3 
0 rk ks ROM)| Ki Ka Kas Kss Kas Ks3 Ky4 Ksa Kss 
(a) (b) 


图 2-21 某 对 称 和 矩阵 


2.5.5 形成 整体 刚度 矩阵 的 程序 设计 


形成 整体 刚度 矩阵 的 程序 框图 如 图 2-22 所 示 。 

几 点 说 明 : 

(1) 由 计算 机 程序 组 装 整体 刚度 矩阵 的 一 般 做 法 是 : 边 形 成 单元 刚度 矩阵 , 边 组 装 整 
体 刚度 矩阵 , 且 单 元 刚度 矩阵 元 素 一 个 一 个 放 入 整体 刚度 矩阵 , 即 一 个 单元 的 单元 刚度 矩阵 
形成 后 ,立即 将 它 的 元 素 送 到 整体 刚度 矩阵 的 相应 位 置 。 全 部 单元 处 理 完 毕 ,整体 刚度 矩阵 
就 形成 了 。 

(2) 在 处 理 某 一 个 单元 时 ,根据 该 单元 的 局 部 节点 编号 和 整体 节点 编号 的 对 应 关系 将 
单元 刚度 算 阵 中 的 每 一 个 元 素 放 到 整体 刚度 垂 阵 的 相应 位 置 上 。 例 如 , 若 单元 e 的 局 部 编 
号 ; 对 应 于 整体 编号 工 ,局 部 编号 7 对 应 于 整体 编号 了, 则 将 LA 了 送 到 [LKy ] 中 , 亦 即 

en kzi12; | i [i po 
kzi2j-1 kzi,2; K21,211 Kz1,2] 
也 就 是 


Ai i Kz » RS:1.2) > Ks.21» Rs;,2j1 > Kz RS:,2; 一 天 za， i = 1,2,3 
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整体 刚度 矩阵 置 零 


对 每 个 单元 循环 


生成 单 元 刚度 矩阵 


对 单元 的 每 个 节点 循环 
生成 当前 节点 的 整体 编号 


对 当前 节点 的 自由 度 循环 


生成 整体 刚度 矩阵 中 的 行 号 


对 单元 的 每 个 节点 循环 


生成 当前 节点 的 整体 编号 


对 当前 节点 的 自 


生成 整体 刚度 矩阵 中 的 列 号 


将 单元 刚度 矩阵 元 素 送 入 
整体 刚度 矩阵 中 对 应 的 位 置 


输出 整体 刚度 矩阵 


图 2-22 形成 整体 刚度 矩阵 程序 框图 


全 部 单元 处 理 完毕 ,整体 刚度 和 矩阵 就 形成 了 。 在 编程 时 ,对 当前 节点 i 的 自由 度 (2 个 ) 
循环 找 21 一 1、2 T, 对 当前 节点 7 的 自由 度 (2 个) 循环 找 2J 一 1、2 J。 

(3) 手工 组 集 整体 刚度 矩阵 采用 “对 号 入 座 ” 的 方法 ,在 编程 时 ,一 般 通 过 布尔 矩阵 确定 
单元 局 部 节点 编号 与 整体 节点 编号 的 对 应 关系 。 

例如 ,一 个 有 限 元 网 格 包括 4 个 单元 ,单元 局 部 节点 编号 与 整体 节点 编号 的 对 应 关系 为 


整 单元 节点 局 部 编号 
体 闻 点 入 1 2 a 
单元 号 
O 1 2 入 
四 » 4 5 
加 5 3 2 
@ 3 5 和 
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则 布尔 矩阵 为 


1 2 
2 4 
LNODS(4,3) = 
5 3 


Daw 


3 5 
即 布尔 矩阵 的 行 号 表示 单元 号 , 列 号 表示 局 部 节点 编号 。 
(4) 当 单 元 个 数 不 多 时 ,也 可 利用 转换 矩阵 将 单元 刚度 矩阵 的 元 素 置 入 整体 刚度 矩阵 
中 ,表达 式 为 
[KI = LEI TR (2-49) 
式 (2-49) 中 ,LK]™ "为 释 加 单元 刚度 矩阵 [kJ” 前 一 步 的 整体 刚度 矩阵 ,LKj 为 琶 加 
单元 刚度 矩阵 [&]” 后 的 整体 刚度 矩阵 ,[Gj 为 单元 m 的 转换 矩阵 ,其 行 数 为 结构 整体 的 自 
由 度数 , 列 数 为 单元 自由 度数 。 以 2. 5.2 节 中 图 2-17 的 离散 化 结构 为 例 , 单 元 的 自由 度数 
为 6, 结 构 整体 自由 度数 为 8, 则 [G] 为 8X6 矩阵 ,单元 加 的 局 部 自由 度 编号 1、2、3、4、5、6， 
对 应 的 整体 自由 度 编号 为 5、6、7、8、3、4, 则 [GJ] 的 表达 式 如 下 。 即 若 单 元 的 局 部 自由 度 编号 
i 对 应 的 整体 自由 度 编号 为 , 则 [GJ 中 了 行 i 列 的 元 素 为 1, 即 Gs 二 1, 而 [GJ 中 了 行 其 他 列 
的 元 素 ,i 列 其 他 行 的 元 素 均 为 0。 
整体 自由 
度 编号 


~ 
w 
心 
a 


6 单元 局 部 自由 度 编号 


[Gj] = 


Ey 
一 
OOo0ooopDc 
Lo 
[~ 
BS 
© oo oPooDo 


8L0 0 0 1 0 
(5) 为 节省 内 存 , 整 体 刚 度 和 矩阵 可 采用 半 带 存储 。 


2.6 整体 节点 载荷 向 量 


2.6.1 整体 节点 载荷 向 量 的 集成 


对 于 有 个 节点 的 结构 来 说 ,其 整体 节点 载荷 向 量 {Fp} 是 一 个 2nX1 阶 和 矩阵 , 它 由 按 
结构 自由 度 顺序 排列 的 各 节点 的 载荷 分 量 组 成 。 单 元 是 有 限 元 计算 的 基本 单位 ,首先 应 形 
成 各 个 单元 的 节点 载荷 向 量 {Fe}(CfFe 六 一 {F 和 十 {R) 人 十 {R}S ) 然后 一 个 单元 接 一 个 
单元 进行 集成 。 仿 照 组 集 整体 刚度 矩阵 的 方法 ,形成 整体 节点 载荷 向 量 的 方法 如 下 : 

(1) 形成 每 个 单元 的 节点 载荷 向 量 ; 

(2) 确定 整体 节点 载荷 向 量 的 阶 数 ; 

(3) 建立 每 个 单元 的 节点 局 部 编号 与 结构 整体 节点 编号 的 对 应 关系 ; 
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(4) 对 各 单元 节点 载荷 向 量 按 分 抉 形式 "对号入座" 地 送 入 
整体 节点 载荷 向 量 相应 的 位 置 ; 

(5) 送 入 同一 位 置 的 子 块 相 加 ,无 子 块 送 入 的 位 置 置 零 
隆 柠 。 

下 面 通过 例题 说 明 组 集 整体 节点 载荷 向 量 的 过 程 。 

例 2-6 如 图 2-23 所 示 结 构 网 格 , 考 虑 自重 , 写 出 其 整体 节 
点 载荷 向 量 。 设 单元 自重 为 W, 为 了 概念 清楚 ,将 约束 力 写 入 
{Fp} 中 。 图 中 ,约束 力 用 Fn 、Fryr 表示 。 

解 第 一 步 ,形成 各 单元 节点 载荷 向 量 。 

tn = (+ 


=[F Fo Fe 0 0 ol+[o ( 


[mw 


{Fr}® = {F.}® + {R}® 


一 [0 0 Fn Fn 0 Fns] + [° ( 中 
= [。 让 Fe (Fe 一 入 


) : 
m= mR -pp CH) CF) CH 
于 


=[00000 Fs] + [0 ( 


) 
A 
第 二 步 , 确 定 整 体 节点 载荷 向 量 的 阶 数 。 


结构 有 6 个 节点 , 故 {Fe} 为 12X1 阶 向 量 。 
第 三 步 , 找 出 各 单元 局 部 节点 编号 与 整体 节点 编号 的 对 应 关系 。 


单元 号 0 ©@ 四 @ 
单元 节点 局 部 编号 对 应 的 节点 整体 编号 
六 1 2 5 3 
2 2 4 3 
a 3 5 多 6 


第 四 步 , 将 各 单元 的 节点 载荷 向 量 按 分 块 形式 (2X1) 对 号 人 座 地 送 入 整体 节点 载荷 向 
量 相应 的 位 置 , 送 入 同一 位 置 的 子 块 相 加 ,无 子 块 送 入 的 器 零 子 块 。 

先 放 { Fs} 中 的 各 子 块 。 因 单元 的 局 部 节点 编号 1 对 应 的 整体 节点 编号 为 1, 局 部 
节点 编号 2 对 应 整体 节点 编号 为 2, 局 部 节点 编号 3 对 应 整体 节点 编号 为 3, 故 将 {Fp}" 子 
块 送 到 整体 节点 载荷 向 量 的 前 六 行 对 应 位 置 。 放 完 {Fp}" 中 的 各 子 块 后 的 结果 如 下 : 


整体 节点 编号 


nod DD 
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再 放 { Fp}“ 中 的 各 子 块 。 因 单元 @ 的 局 部 节点 编号 1 对 应 的 整体 节点 编号 为 2, 局 部 
节点 编号 2 对 应 整体 节点 编号 为 4, 局 部 节点 编号 3 对 应 整体 节点 编号 为 5, 故 将 {Fp}” 子 
块 送 到 整体 节点 载荷 向 量子 块 对 应 的 位 置 为 整体 节点 编号 为 2.4.5 的 位 置 。 放 到 同一 位 置 
的 子 块 相 加 , {Fp}"” 中 的 各 子 块 全 部 放 完 后 结果 如 下 : 


整体 节点 编号 
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pov SP Pts ntti 


类 似 处 理 {Fp}”、{Fp} ,处 理 完毕 后 的 结果 如 下 : 


整体 节点 编号 
Pa 
1 W 
Fu 一 了 
2 Bm 
—W 
0 
3 
= 
下 Ra 
4 W 
Fn 一 了 
E 0 
5 
Frs—W 
0 
6 W 
Frw— 3 


每 个 位 置 均 有 子 块 放 和 人 ,于 是 整体 节点 载荷 向 量 为 


全 
{Fr}= [Fa 人 Pa Fa, W,0, W, Fes (Fi — ,0, (Fes —W),0, (Fas —)] 


2.6.2 注意 事项 


(1) 如 果 整 体 编号 为 了 的 节点 上 作用 一 集中 载荷 {Fo} 二 [Fe。， Fa 本 ,而 节点 工 又 为 
m 个 单元 所 共有 ,只 需 将 {Fa} 作 为 其 中 任何 一 个 单元 的 节点 集中 载荷 分 量 , 不 得 出 现 重复 。 
一 般 将 { Fa} 安排 在 单元 编号 最 小 的 单元 上 。 

(2) 关于 结构 受 约束 节点 处 的 约束 力 。 由 于 约束 力 是 未 知 数 ,在 结构 的 节点 位 移 确 定 
之 后 才能 确定 。 因 而 在 形成 结构 节点 载荷 向 量 的 程序 中 一 般 不 包括 约束 力 。 随 后 可 以 看 
到 ,{ Fp} 中 是 否 包括 约束 力 对 于 方程 求解 并 没有 影响 。 关 于 约束 力 的 计算 将 在 下 一 节 
介绍 。 


2.6.3 形成 单元 节点 载荷 向 量 和 整体 节点 载荷 向 量 的 程序 设计 


1. 单元 节点 载荷 向 量 
由 式 (2-29) 知 ,单元 的 等 效 节 点 载荷 向 量 {Fp}" 为 


{Fo} = {Fy + {RY + {RY = {Fy + NI (Fidedy+ | LNT {Rr}ids 


一 般 地 ,i、{F,}*、{F,)、{Fr} 由 输入 文件 (或 界面 ) 直 接 读 入 ; 而 后 两 项 积分 可 调用 数值 
积分 程序 完成 。 
特别 地 ,如 果 均 布 体力 是 重力 ,单元 厚度 为 常数 ,重力 W = 单元 面积 X 厚度 X 重 量 密 
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度 , 单 元 面积 编程 实现 容易 ,厚度 、 重 量 密度 读 入 后 ,重力 的 计算 较为 简单 。 若 面 力 是 均 布 面 
力 , 则 只 要 计算 相应 节点 坐标 之 间 的 差 值 ,由 输入 的 面 力 集 度 及 单元 厚度 值 ,很 易 得 到 等 效 
节点 载荷 向 量 ,因此 编程 实现 也 比较 简单 。 

2. 整体 节点 载荷 向 量 

整体 节点 载荷 向 量 的 组 装 过 程 和 整体 刚度 矩阵 的 组 装 过 程 完全 相同 ,所 以 在 编程 时 ,二 
者 同时 进行 。 由 单元 节点 载荷 向 量 组 装 整体 节点 载荷 向 量 的 程序 框图 如 图 2-24 所 示 。 


开始 


整体 节点 载荷 向 量 置 零 


对 每 个 单元 循环 


生成 单元 节点 载荷 向 量 


对 单元 的 每 个 节点 循环 
生成 当前 节点 的 整体 编号 


寺 当 前 节点 的 自由 度 循环 


生成 整体 节点 载荷 向 量 中 的 行 号 
1 
将 单元 节点 载荷 向 量 的 行 元 素 送 入 整体 节点 载荷 向 量 对 应 位 置 


输出 整体 节点 载荷 向 量 


结束 


下 


图 2-24 形成 整体 节点 载荷 向 量程 序 框图 


2.7 约束 条 件 的 引入 


2.7.1 引入 约束 条 件 的 过 程 


因为 整体 刚度 矩阵 [K] 是 奇异 矩阵 ,所 以 2. 5 节 的 整体 平衡 方程 式 (2-46) 不 能 求解 。 
必须 引入 约束 条 件 限 制 结构 的 刚体 位 移 , 方 可 消除 整体 刚度 矩阵 的 奇异 性 。 

边界 受 约束 节点 的 约束 条 件 通常 有 零 位 移 和 非 零 位 移 两 种 。 零 位 移 对 应 于 刚性 支承 
(如 支 杆 , 铵 链 连接 等 )。 非 零 位 移 一 般 有 两 种 情况 ,一 种 是 弹性 支撑 , 另 一 种 是 对 于 网 格 中 
某 一 应 力 集中 区 域 进行 局 部 网 格 细 化 时 ,局 部 细 化 区 域 边界 上 用 粗 网 格 计 算得 到 的 节点 位 
移 就 是 用 细 网 格 分 析 时 对 应 边界 点 的 约束 条 件 。 

与 结构 力学 的 做 法 一 样 ,引入 约束 条 件 , 就 是 对 LK] 和 {Fe} 作 相应 修改 。 下 面 按 零 位 
移 约束 、 非 零 位 移 约束 .一般 方 法 分 别 讨论 。 
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1. 引入 零 位 移 约束 过 程 
引入 零 位 移 约束 的 过 程 与 离散 结构 所 含 的 单元 个 数 无 关 。 为 了 突出 引入 约束 的 方法 ， 
假设 结构 只 有 一 个 单元 ,如 图 2-25 所 示 。 


位 移 约束 条 件 为 
tx 一 办 一 四 一 0 
结构 整体 节点 位 移 向 量 为 


{6}= [wu UV Us Vv Us vs 


或 写 为 


{6}= [wu 0 0 wu 0 
设 不 考虑 体力 与 面 力 , 则 整体 节点 载荷 向 量 为 
{F}= [Fa Fs 下 Re Fryz 0 Frys J]™ 


于 是 整体 平衡 方程 的 展开 式 为 
Ku Ka Ks Ku Ks Kw]fu Fa 
Ks Kz Ks Ka K:s Kz ||v Fy 


Ky Ks K:s Ks KK Ks ||0 Fz 
Ky Ks Ks Ku Ks Ks ||0 Fey 
Ks Ks Ks Ks Kss Kss ||us 0 
Ks Ks Kss Ks Kss 天 oO 下 Rs 
只 求 和 avw as, 划 去 整体 刚度 矩阵 零 位 移 对 应 的 行列 元 素 , 同 时 划 去 整体 载荷 向 量 中 零 位 移 
对 应 的 行 元 素 , 得 到 降 阶 的 方程 为 
wu Fa 
Ee 
Us 0 


Ki Wa 
交流。 . 岳 ;。 
0 

LK] {6}= {Fe} (2-50) 

其 中 [LKJ* 、{ Fp}“ 称 为 修正 的 整体 刚度 矩阵 和 整体 节点 载荷 向 量 , 式 (2-50) 称 为 约束 方程 。 

这 种 引入 约 东 条 件 的 过 程 称 为 划 行 划 列 法 ,或 称 降 阶 法 。 本 方法 特别 适用 于 单元 很 少 


上 述 方程 可 简写 成 如 下 形式 


时 采用 ,此 时 , 手 算 很 方便 。 
将 上 述 降 阶 的 方程 扩 为 六 个 方程 ,应 增加 的 三 个 方程 为 ws 二 0,v 二 0,vs 二 0 
扩充 后 的 方程 为 
并 a 而 
臣 w 站 让 四 区 。 则 | 由 om 
gg 0 10 UV illi 0 
0 0 oa 0 gl 二 | |o 
Ks Wa 0 OQ Ke W|I 0 
0 0 00 0 1ll 0 


上 述 修正 整体 刚度 和 矩阵 与 整体 节点 载荷 向 量 的 方法 可 总 结 如 下 : 
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(2) 整体 节点 载荷 向 量 中 ,在 零 位 移 对 应 的 行 处 置 0。 

2. 引入 非 零 位 移 约束 过 程 

如 图 2-26 所 示 ,位 移 约束 条 件 为 wu 二 0,v, 二 a ,vs 二 0。 

引入 非 零 位 移 约束 最 常用 的 方法 是 主 对 角 线 元 素 乘 大 数 法 ,或 
称 放大 主 对 角 线 元 素 法 。 

放大 主 对 角 线 元 素 法 的 做 法 是 : 在 整体 刚度 矩阵 中 ,用 一 个 很 
大 的 数 (例如 10") 乘 以 已 知 位 移 对 应 的 主 对 角 线 元 素 ; 在 整体 节点 
载荷 向 量 中 ,用 同样 大 的 数 乘 以 已 知 位 移 对 应 的 整体 刚度 矩阵 的 主 
对 角 线 元 素 , 再 乘 以 已 知 位移 , 以 此 代替 整体 节点 载荷 向 量 中 对 应 的 ”图 2-26 非 零 位 移 约束 
行 元 素 。 修 正 后 的 整体 平衡 方程 为 


Rn Ww Wis Ku Weis Few i Fa 
Ks ews a js Ws vi We 
Ks Ks Ks X10" i kis Ks ml| |oxKs X10 
Ko Ke 谍 。， Ku X10® Ks js wl| lax Ku x10" 
RK Ke ys eo Kss 并; us 0 
Ke eis ss Rs Ks Kss X 10° | ly, bX Kos X10 


展开 第 四 个 方程 以 说 明 问 题 。 第 四 个 方程 为 
Kuiwut Kv Kustt Ku X10v + Ksust Kvs =aX Ku X10 
比 起 乘 大 数 项 ,其 他 项 均 可 忽略 不 计 , 上 式 近 似 与 v, 二 a 等 效 。 

由 此 可 见 ,放大 主 对 角 线 元 素 法 对 处 理 零 位 移 约束 也 是 适用 的 。 此 方法 的 优点 是 刚度 
矩阵 的 变动 较 少 ,工作 量 小 。 其 缺点 是 : 车 相 乘 的 大 数 取 得 过 大 ,求解 会 溢出 ; 若 相 乘 的 大 
数 取 得 过 小 , 则 会 引起 较 大 的 误差 。 

3. 引 和 位移 约束 条 件 的 一 般 方法 

先 举 一 个 简单 的 例子 。 

例 2-7 设 结构 有 ?7 个 节点 ,每 个 节点 有 一 个 自由 度 ,约束 条 件 为 四 二 二 好 ,其 平 
衡 方程 为 

[KJ]{6}= {Fe} 
其 中 ,{9} 一 [wa Ws w™ Wl stPed=LFn Fee ww Fa 
即 
Kuwuat Ku 十 … 十 天 as = Fp 
天 aa Kzus 十 … 十 天 xu 一 下 m 


天 mail Kuzst Kou, = Fp, 
由 于 吉 二 ww 二 tw; 为 此 ,将 上 式 中 的 第 一 个 方程 变 为 ww 二 wu ,第 个 方程 变 为 ,二 
w， 于 是 上 式 改写 为 
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ie > 
a = us 
Ka Kzust "+ Kau = Fp 
Ka tt Kus 十 … 十 天 at = Fps 


Un 一 us 
然后 将 四 一 we ,ms 一 ww 代入 其 余 各 方程 ,并 将 有 关 的 项 移 到 方程 右边 ,得 到 
i 0 二 0 于 0 二 0 十 得 一 Ua 
0 十 Kzzuzs 十 Kzsus 十 … 十 天 :一 ur 0 Fe — Kaus — Kanus 
0 十 Kszuz 十 Ksus 十 … 十 Ks iu 0 Fps 一 天 sz — Ksnus 
0 + 0 韦 0 看 帅 0 二 u。 一 us 
即 
0 0 0 Olfu Ua 
0 Ks Ks “* Ko 0|| we Fe 一 天 oa — Konus 
0 Ks Ks  Ksay 0 | _ Fe — Kaua — Ksnus 
vy Was Kas ™ Bas ©|IWa WO— BC ils 
0 0 0 ~” 0 lj\lu, Us 


以 上 对 [KJ] 与 {Fe}) 的 修正 可 总 结 如 下 : 

(1) 方程 及 矩阵 的 阶 数 不 变 。 

(2) 修正 [Kj 的 方法 是 : 将 已 知 位 移 分量 对 应 的 行 、 列 元 素 作 修正 ,修正 方法 为 主 对 角 
线 元 素 置 1 ,其 余 元 素 置 0; 其 他 行 、 列 元 素 不 变 。 

(3) 修正 {Fp} 的 规则 为 : 若 已 知 第 j 个 位 移 分 量 为 wij ,第 个 位 移 分量 为 局 , 则 {Fp}* 
中 的 元 素 为 


FB = Fp— Kyu— Kaur, i=1,2,. 21 天 Ji 天 人 
还 应 注意 ,在 程序 设计 时 ,一 般 是 一 个 一 个 地 引入 约束 条 件 , 因 在 扬中 用 到 修改 前 的 
刚度 矩阵 元 素 K; 、Ki 等 ,所 以 修改 次 序 应 为 先 修改 {Fp} ,后 修改 [K] 。 
例 2-8 已 知 结构 及 个 节点 ,每 个 节点 有 2 个 自由 度 ,被 约束 的 节点 位 移 为 uw 二 a ,wu 二 
bwin 二 c, 引 入 约束 条 件 , 写 出 修正 后 的 整体 刚度 矩阵 LKJ* 和 整体 节点 载荷 向 量 {Fr}”。 
解 由 例 2-7 中 介绍 的 修正 规则 , 写 出 修正 后 的 LKJ* 和 {Fp}* 如 下 : 


1 0 0 0 .0 
@ Ks Ki wd 0 
[KJ- = OO Ks Ks 0 “ 
0 0 0 1 0 


0 0 入 遇 友 是 
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dB —D vy a 
Fpy — aK 2 — bK 2 — cK ,on Fpy — aK» — bK 2 — cK 2,2n 
Fpzz 一 Ka 一 6Ks — cK 3s,2n Fee — aKs — OK 3 — cK 3s,2n 
a (i ks b 
{EY = a 
Ps—aRe— tw — Ks Fss —aKs — UK — Kn 
Fpm — aK zi — BK si — CK als2n Fpm — aK si — BK a — CK alan 
c 六 


2.7.2 几 点 说 明 


(1) 因 引 入 位 移 约束 条 件 修改 {Fp} 时 ,对 应 于 约束 自由 度 的 载荷 项 均 被 修改 成 相应 
的 规定 位 移 , 所 以 {Fp}"* 中 不 包括 约束 力 , 因 此 不 能 由 约束 方程 LK]* {6} 二 {Fr}* 求 约 
东 力 。 

(2) 对 整体 平衡 方程 LK]{6} = {Fe}, 无论 { Fp) 中 是 否 包 含 约束 力 , 得 到 的 约束 方程 
[KJ" {6} 二 {Fp}" 是 完全 相同 的 ,因此 {Fp} 中 是 否 包含 约束 力 , 并 不 影响 位 移 {6} 的 求解 。 

既然 不 能 由 约束 方程 LK]* {6} 二 {Fp}" 求 约束 力 , 那 么 如 何 求 解约 束 力 ? 例 2-6 将 给 
出 答案 。 应 注意 ,约束 力 是 在 求 得 位 移 向 量 {6} 后 才 求 解 。 

例 2-9 求 例 2-7 中 的 约束 力 。 

解 首先 确定 约束 力 的 个 数 。 结 构 约束 条 件 有 2 个: ww 二 ws 二 ww, 所 以 只 在 第 一 个 
与 第 个 自由 度 方向 上 有 约束 力 。 设 对 应 约束 位 移 ww 和 处 的 约束 力 分 别 为 Fe 和 Fs， 
则 包含 约束 力 的 整体 平衡 方程 为 

Ku Ks … Kl|fu Fn 十 Fr 
Ka Kz … Ko, ||us Fp 


Ra Rs “ RR Il Fp, 十 Fr, 
展开 包括 约束 力 的 第 一 与 第 个 方程 得 


Sy = Fn Fr 
j=1 


> Kyu; = Fes + Fe 
" 


解 得 


Fr = DR — Fh 
i=1 

Bm = >) Kai — Fm 
a 


2.7.3 引入 约束 条 件 的 程序 设计 


引入 约束 条 件 就 是 对 整体 刚度 矩阵 和 整体 节点 载荷 向 量 进 行 修改 。 应 当 注 意 : 约束 条 
件 一 个 一 个 引入 ,每 次 修改 都 是 在 前 次 修改 的 基础 上 进行 。 修 改 的 顺序 为 先 修改 整体 节点 
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载荷 向 量 , 再 修改 整体 刚度 矩阵 。 
以 引入 位 移 约束 的 一 般 方法 为 例 ,引入 约束 条 件 的 程序 框图 如 图 2-27 所 示 。 


EE 


输入 约束 数据 


对 所 有 约束 自由 度 循环 


检索 约束 所 对 应 的 自由 度 号 


检索 位 移 规定 值 


对 结构 所 有 自由 度 循环 


修改 整体 节点 载荷 向 量 中 非 已 知 位 移 对 应 的 行 元 素 


了 
修改 整体 刚度 矩阵 非 已 知 位 移 对 应 的 行列 非 主 对 角 线 元 素 


1 
修改 整体 节点 载荷 铝 量 中 已 知 位 移 对 点 的 行 元 素 


修改 整体 刚度 矩阵 已 知 位 移 对 应 的 主 对 角 线 元 素 
| 输出 修正 后 得 双 体 节点 载 检 向 


图 2-27 引入 约束 条 件 程序 框图 


量 与 整体 刚度 矩阵 


2.8 求解 


引入 约束 条 件 后 ,就 可 以 求解 约束 方程 组 EK]* {6} 二 {Fp} 了。 解 高 阶 线性 方程 组 通 
常 有 两 种 方法 : 直接 法 和 和 迭代 法 。 有 限 元 中 最 常用 的 直接 法 有 高 斯 消去 法 、 三 角 分 解法 、 波 
前 法 ,最 常用 的 迭代 法 有 雅 可 比 迭代 法 、 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 和 共 轿 梯度 法 。 对 于 中 小 型 方 
程 组 , 常 选用 直接 法 ,因为 直接 法 能 在 预定 的 计算 步 数 内 求 得 可 靠 且 效率 高 的 解 。 对 于 高 阶 
方程 组 ,由 于 直接 法 的 存储 量 和 计算 量 太 大 ,和 迭代 法 更 具 竞争 力 。 有 关 这 些 方法 的 细节 请 参 
阅 计算 方法 的 有 关 书 籍 。 


2.9 应 力 计 算 及 结果 整理 


求解 方程 组 得 到 节点 位 移 向 量 {6} 后 ,应 用 公式 {6}* 二 [A]“{6} 求 得 每 个 单元 的 {6}*， 
即 可 应 用 公式 {e} 二 [B]{6}"、{o} 二 [DJ][B]{6}* 二 [S]{6}“ 计算 每 个 单元 内 部 各 点 的 应 
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变 与 应 力 。 因 [B] 是 形 函 数 对 坐标 求 导 后 得 到 的 算 阵 ,而 求 导 将 使 多 项 式 的 次 数 降 低 , 所 以 
通过 求 导 运算 得 到 的 应 变 与 应 力 精 度 要 比 位 移 低 , 即 利用 以 上 两 式 得 到 的 应 变 与 应 力 的 解 
答 具 有 较 大 的 误差 。 应力 解 的 误差 表现 在 : 单元 内 部 不 满足 平衡 方程 ; 单元 与 单元 的 交界 
处 应 力 一 般 不 连续 ; 在 边界 上 应 力 解 一 般 与 力 的 边界 条 件 不 相符 合 。 在 实际 工程 中 , 感 兴 
趣 的 是 单元 边界 和 节点 上 的 应 力 , 因 此 需 对 计算 得 到 的 应 力 进 行 处 理 , 以 改善 所 得 结果 的 精 
度 。 对 于 三 角形 单元 来 说 ,最 常用 的 方法 有 如 下 三 种 。 

1. 绕 节 点 平均 法 

用 围绕 该 节点 的 相关 单元 的 应 力 平均 值 作为 该 节点 的 应 力 


式 中 : m 为 围绕 节点 i 的 单元 数 ; of 为 相关 单元 的 应 力 。 
2. 两 单元 平均 法 
把 相 邻 两 个 单元 的 应 力 加 以 平均 ,用 来 表征 这 两 个 单元 公共 边 中 点 的 应 力 


vi = 到 (am 十 az) 


也 可 以 采用 如 下 的 面积 加 权 平 均 


gaAi 十 cz4: 
Ai 十 4A: 


oi 


其 中 ,Ai .As 表示 两 个 相 邻 单元 的 面积 。 

3. 外 推 法 计算 边界 点 应 力 

对 于 边界 点 0( 图 2-28) 的 应 力 , 可 用 拉 格 朗 日 插值 公式 (外 推 ) 计 算出 来 。 将 图 2-28 中 
的 0、1、2、3 等 点 的 距离 表示 在 图 2-29 中 的 横 坐 标 上 ,以 o 为 纵 坐标 。 根 据 已 知 节点 1、2、3 
的 应 力 oa ,ow os ,利用 三 点 插值 公式 求 出 任 一 点 zx 处 的 应 力 为 


(ZX— zx2) (rT— ZZ) (zrz— ZXx1)(z— Zs) (zx— ZX1)(r— Zs) 
yr io a a 


oi(X) 
(wy — ms — ms Ts — LI) (ms — Ls 

边界 点 0 处 的 应 力 即 z==0 时 的 值 为 o;(0) 二 6。 从 几何 上 看 ,该 应 力 值 相当 于 将 插 
值 曲线 延长 与 a 轴 的 交点 处 的 a; 值 。 对 于 应 力 高 度 集中 处 可 取 四 点 插值 。 一 般 情况 下 , 取 


三 点 插值 就 足够 精确 了 。 


图 2-28 边界 点 的 应 力 图 2-29 应力 插值 曲线 


两 点 说 明 : 

(1) 上 述 应 力 计算 结果 的 整理 既 可 以 对 应 力 分 量 进行 整理 ,也 可 以 对 主 应 力 进行 整理 。 
即 可 以 先 整理 应 力 分 量 ,再 求 主 应 力 、 等 效应 力 , 也 可 以 对 主 应 力 进行 整理 ,再 求 等 效应 力 ， 
一 般 情 况 下 ,前 者 精度 较 高 ,但 差异 并 不 明显 。 

(2) 若 相 邻 单 元 的 厚度 或 材料 不 同 , 则 在 理论 上 应 力 应 当 有 突变 。 因 此 ,只 允许 对 厚度 
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及 弹性 常数 都 相同 的 单元 采用 上 述 方法 。 


2.10 较 精密 的 平面 单元 


为 了 降低 离散 化 带 来 的 误差 ,更 好 地 反映 弹性 体 中 的 位 移 状 态 和 应 力 状态 ,可 以 采用 较 
精密 的 单元 ,也 就 是 具有 和 较 高 次 位 移 函 数 的 单元 。 本 节 介 绍 常用 的 矩形 单元 和 六 节点 三 角 
形 单元 ,同时 引入 等 参 元 的 概念 。 


2.10.1 和 矩形 单元 


1. 矩形 单元 的 位 移 函 数 
(1) 矩形 单元 位 移 函 数 的 选取 。 和 矩形 单元 有 四 个 节点 , 按 递 时 针 顺 序 编 号 为 1、2、3、4， 
设 长 为 2a , 宽 为 25, 厚 度 为 4, 为 研究 方便 ,使 形 心 为 坐标 原点 ,如 图 2-30 区 
所 示 。 在 平面 问题 中 ,每 个 节点 有 两 个 位 移 分 量 , 单 元 自由 度数 为 8, 根 4 
据 位 移 函 数 的 完整 性 和 收敛 性 要 求 , 单 元 位 移 函 数 选择 为 


Co 


(2-51) 
图 2-30 ”矩形 单元 


站 一 as5 十 aez 十 ary 十 aszy 

在 平行 于 xz 轴 的 直线 上 ,位移 分 量 是 zx 的 线性 函数 ,在 平行 于 y 轴 
的 直线 上 ,位 移 分 量 是 > 的 线性 函数 , 故 将 式 (2-51) 称 为 双 线 性 位 移 函 数 ,相应 的 矩形 单元 
称 为 矩形 双 线 性 单元 。 

(2) 矩形 单元 位 移 函 数 的 收敛 性 分 析 。 

@ 多 项 式 (2-51) 在 单元 内 连续 。 

四 位 移 函 数 式 (2-51) 是 完整 的 一 次 多 项 式 , 故 能 反映 任 一 种 常 应 变 ,能 反映 任 一 种 刚 
体位 移 。 

@ 单元 间 位 移 的 协调 性 分 析 。 

以 图 2-30 中 23 边 为 例 说 明 。 沿 23 边 ,z 为 常数 ,在 该 边 上 ,位 移 uv 为 y 的 一 次 函 
数 , 故 可 设 该 边 上 


& 一 Al 十 As:y 
(2-52) 


v= As 二 Ay 
已 知 条 件 为 y bru=us; y bv 二 vo; y 二 bu 二 Us; y 二 b,v 二 v3。 上 述 4 个 条 件 唯一 
确定 式 (2-52) 中 的 4 个 待定 参数 A!、As、As、A4 ,因此 单元 间 的 位 移 是 连续 的 , 故 四 节点 矩 
(3) 和 矩形 单元 的 形 函 数 。 在 式 (2-51) 中 代入 节点 位 移 和 节点 坐标 后 ,可 解 出 待定 系数 。 
将 这 些 系数 再 代入 式 (2-51), 可 得 


(2-53) 


式 (2-53) 中 形 函 数 为 


-2 
1 到 上 一 吾 
w= 到 
(2-54) 
Na = 二 (+ 至 ](+ 立 ] 
“4 


同 理 可 得 


简 记 为 {/} 三 [N]{6}*, [N] 称 为 四 节点 矩形 单元 的 形 函 数 和 矩阵 , 形 函 数 Ni (zx,y) 图 如 
图 2-31 所 示 。 同 理 可 画 出 其 他 形 函 数 图 。 由 图 2-31 知 ,在 距 1 节点 为 的 d 处 ,4 个 形 函 
数 的 值 为 


N=1 ps Na: 六 N=0, N=0 


(4) 标准 化 坐标 系 下 算 形 单元 的 形 函 数 。 令 


i 二 
二 壮 (2-55) 


则 图 2-30 的 矩形 单元 变 为 6 坐标 系 下 边 长 为 2 的 正方 形 单元 ,节点 1、.2、3、4 的 坐标 依次 
为 (一 1, 一 DD、(1, 一 1)、(1,1)、( 一 1,1), 如 图 2-32 所 示 。 包 坐标 系 称 为 标准 化 坐标 系 。 
式 (2-54) 相 应 变换 为 


Ni = 二 +8) + ny) i = 1,2,3,4 (2-56) 


1C1L-D 21,-1) 


图 2-31 和 矩形 单元 形 函 数 图 图 2-32 标准 化 坐标 系 下 的 正方 形 单元 


于 是 位 移 函 数 可 表示 为 
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4 
有 一 DN (8, Du 
=1 


(2-57) 
v= > NCE DY 
式 (2-55) 的 变换 可 写 为 
r=aé 
i 
也 可 写 为 
= DN CE Dz 
Es (2-58) 
y= PNG Dy 
这 是 因为 


4 4 
See = 1+) Fn) i = 二 (= 风 H 
i=1 i=1 


二 二 1 一 Da 十 十 十 自 (1 十 Da 十 地 (1 一介 (1 十 D(a) 


1 

4 
=at=zx 

同 理 可 证 


4 
DNiCé, Dy; =y 
iml 


坐标 变换 式 (2-58) 与 位 移 函 数 表达 式 (2-57) 采 用 了 相同 的 节点 和 相同 的 形 函 数 插值 
而 得 ,满足 这 一 特征 的 单元 称 为 等 参 元 。 由 此 可 见 ,矩形 单元 是 一 种 等 参 元 。 
2. 矩形 单元 的 应 变 矩 阵 、 应 力矩 阵 与 单元 刚度 矩阵 


由 平面 问题 几何 方程 得 
4 
aN. 
au 
有 之 9r 
9v 4 aN; 
€}= Ui 
{e} ay 之 a 
du ,9v 4\ [aN aN, 
op ga. (Pt We) 
了 本 > ay ax 
uu 
vl 
9Ni 0 9N;, 0 9N; 0 aN, 0 
9 工 9r ar ar 
aNi 9N;, 9N; aNs 1 
0 By 0 a 0 gy gy [B]{6} (2-59) 
aN 9N: 9N: 3Nz 9N:s Na 3aN 9N ||v, 
9y 9 9y ar 9y 9 并 9y ar 
Us 


Ua 


其 中 [B]=[B， B, Bs B,] 


而 
aN; 
9r 0 
[B:]=| 0 于 ， i 二 1,2,3,4 (2-60) 
dN; 9N: 
Ay ar 
[B] 为 3X8 阶 和 矩阵 ,在 zy 坐标 系 中 ,表达 式 为 
— (6—y) 0 0 一 y 0 b+y 0 一 0 十 切 0 
[B]= 赦 0 一 和 一 示 0 一 各 十 四 ”0 Gdz 0 Wi 
一 了 一动 = 二 于 一 翅 一 夏 十 动 by Be dy w= = 
(2-61) 
由 于 
aN _ 9N; ae aNi ay 
dr Ear 7 了 
ON: _ aN: 9€ 3aNi 9 
dy aady on oy 
即 
aN; a6 9n][aN; 1 01faN 
az| | 天 ar|ljae| la 5 
IaN | |a6 alaN| 0 工 ||aN 
5y 9y ay Lay 六 La57 
于 是 ,在 已 坐 标 系 中 
, 0 
Déi (1 +n) 0 
1 aN; 1 i _ 
[B= 0 4a 6 二 0 am(1+éé) |, i=1,2,3,4 (2-62) 
aN, ,9aN, ani(l+éé) bei(l+ yy) 
a ER ba 
应 力矩 阵 [S] 二 [D][B] 二 [S， S。 Ss Si] 也 是 3X8 阶 和 矩阵 。 
对 于 平面 应 力 问 题 , 在 &7 坐标 系 中 ,表达 式 为 
Déi(1 + m9) pan(l + &é) 
- E HAO05 (01 十 17) a7i(1 十 56) ee 和 
[Sal ge le ) := 


(ly ~ (1 + 


对 于 平面 应 变 问 题 ,只 要 将 式 (2- 63) 中 的 下 换 为 Tz 换 为 [人 即 可 。 由 [B] 与 


[S] 的 表达 式 可 以 看 出 ,矩形 单元 的 应 ein, 次 本 ,因而 在 计算 网 格 中 到 相 
tenet pi 
求 得 [B] 与 [S] 后 就 可 以 计算 单元 刚度 矩阵 了 ,在 zy 坐标 系 中 ,单元 刚度 矩阵 为 
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oi ena i SPP 


[= 中 [alrrplrBlar= 人 artpltByazdy=| | rarslyaray 
下 
在 缉 坐标 系 中 ,dzdy= |J | dsdy, 其 中 | | 称 为 坐标 变换 的 雅 可 比 行列 起, 具体 表达 式 为 


gm 人 
9 9 0 
| ad (2-64) 
9m 3y| 风 沽 
a 


于 是 在 印 坐标 系 中 ,为 常数 时 ,单元 刚度 算 阵 为 
[= artpltayazay=| | ,1B1" DILBY | dedy 
= a] | [B]7[D][B]dsd7 (2-65) 


3. 矩形 单元 的 等 效 节点 载荷 
当 和 矩形 单元 受 非 节点 载荷 时 ,可 采用 与 常 应 变 三 角形 单元 相同 的 方法 与 公式 求 得 等 效 


节点 载荷 。 
例 2-10 矩形 单元 受 均 布 体力 为 重力 W, 单 元 厚度 为 常数 1,y 轴 铅 垂 向 上 , 求 单元 的 等 
效 节 点 载 答 。 
解 
0 
上 堂本 月 
Ni 0 pd 
0 Ni 0 
Ws ey 
rt 加 0 N; 0 a 祭 
{Ry =)|EN] Ed 有 生 (a) = ml 
0 Ns Nadzdy 
N， 0 四 
0 N, 0 
Nidzdy 
| 
下 面 计算 | Ndzdy。 
A 
人 bp | 琉 y 1 f° y a 洲 
lvaee, Lal + le > jd | (1 > ja] 人 三]d 
站 
=1.24.2b=1A 
其 中 A 为 矩形 单元 面积 。 


同 理 得 | Nidzdy = 二 A = 二 
A 


于 是 
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人 Re 
0 
_W 
0 a 、 
1 0 
0 Li 
二 1 1 4 
CR = 4A [一 个 放 
1| |_w 
0 4 
1 0 
到 
4 


即将 单元 自重 的 1/4 移 置 到 每 个 节点 y 轴 的 负 向 。 
例 2-11 如 图 2-33 所 示 , 和 矩形 单元 边界 作用 三 角形 分 布 
面 力 ,单元 厚度 为 常数 4, 求 单元 的 等 效 节点 载 葆 。 
解 ” 在 距 4 贡 点 为 s 的 点 d 处 , 面 力 向 量 为 
0 


a . 虽 | 
22a 
2a 
而 此 处 Ni 一 0,Ns 一 0,Ns 一 站 ,Ni 一 1 一 训 。 于 是 ,分 布 面 力 的 
可 图 2-33 ”矩形 单元 受 分 布 面 力 
等 效 节 点 载荷 向 量 为 
0 0 
N， 0 0 
0 Ni 证 
N: 0 
0 0 0 
中 | 人 二 .| 0 六 人 2a 
ftRj5 = | CNJTtPrjvd =| oe wd =| 3 5 
a 0 本 a 
0 NN; 2a 
Ne 0 j= 
0 Ni 2a 
= 
0 L Be 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
Wy 0 a 0 
和 外 S2 d 参 
ma 
0 0 
站 和 下 
1 -sl 嘉 ] 挛 必 3 
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即将 边界 总 面 力 的 2/3 移 置 到 3 节点 ,总 面 力 的 1/3 移 置 到 4 节点 ,方向 向 下 。 

4. 应 力 结果 的 整理 

与 三 节点 三 角形 单元 类 似 , 可 采用 绕 节 点 平均 法 、 外 推 法 、 两 单元 平均 法 对 应 力 结果 进 
行 整理 。 和 矩形 单元 采用 绕 节 点 平均 法 时 ,应 将 环绕 该 节点 的 各 单元 在 该 节点 处 的 应 力 加 以 
平均 ; 采用 两 单元 平均 法 时 ,应 以 两 相 邻 单元 公共 边 两 端 节点 的 4 个 应 力 的 平均 值 作为 公 
共 边 边 中 节点 应 力 的 近似 值 。 对 于 边界 节点 处 的 应 力 , 除 了 浅 梁 的 挤 压 应 力 外 ,一 般 无 须 从 
内 节点 处 的 应 力 推算 出 来 。 

5. 矩形 单元 的 优 缺 点 

矩形 单元 是 完备 的 协调 单元 , 当 网 格 加 密 后 有限 元 解 将 收敛 于 精确 解 。 因 和 矩形 单元 内 
的 应 力 和 应 变 是 坐标 (z,y) 或 ,7 的 线性 函数 ,因而 , 它 是 非常 应 变 和 非常 应 力 单元 。 在 
计算 网 格 中 取 相 同 的 节点 数 时 ,矩形 单元 比 常 应 变 三 角形 单元 精度 高 。 但 是 矩形 单元 不 能 
适应 曲线 边界 和 和 斜 交 边界 ,不 便于 在 不 同 部 位 采用 大 小 不 同 的 单元 。 为 了 弥补 这 一 缺陷 ,可 
以 将 矩形 单元 和 三 角形 单元 混合 使 用 。 


2.10.2 六 节点 三 角形 单元 


1. 六 节点 三 角形 单元 的 位 移 函 数 
在 三 角形 单元 的 三 条 边 中 点 各 增加 1 个 节点 ,这 样 的 三 角形 单元 称 为 六 节点 三 角形 单 
元 ,如 图 2-34 所 示 。 它 有 6 个 节点 ,单元 自由 度数 为 12, 故 可 选 


3 
择 如 下 位 移 函 数 
uu= a 二 Taxasy Tax’ 十 aszy aey 


(2-66) 
v=artasztayt az’ anzy ary 


可 证 明 六 节点 三 角形 单元 是 完备 的 协调 单元 。 

根据 位 移 函 数 的 阶 次 , 常 将 三 节点 三 角形 单元 叫做 线性 三 角形 单元 ,六 节点 三 角形 单元 
叫做 二 次 (或 二 阶 ) 三 角形 单元 。 

可 以 采用 与 三 节点 三 角形 单元 同样 的 方法 求 单元 刚度 矩阵 、 等 效 节点 载荷 向 量 。 但 是 ， 
由 于 六 节点 三 角形 单元 的 位 移 函 数 式 (2-66) 比 三 节点 三 角形 单元 复杂 ,所 以 在 求解 单元 刚 
度 和 矩阵 、 等 效 节 点 载荷 向 量 时 ,积分 计算 要 复杂 得 多 ,为 此 ,一 般 引入 面积 坐标 进行 研究 。 

2. 三 角形 单元 的 面积 坐标 

在 图 2-35 所 示 的 三 角形 单元 内 任 取 一 点 M(z,y) ,连接 MI 、M2 、M3 ,就 将 人 123 分 为 
三 个 小 三 角形 。 设 三 个 小 三 角形 的 面积 分 别 为 Al 、A;、A; ,将 它们 与 Al123 面积 A 之 比 表 
示 为 


图 2-34 六 节点 三 角形 单元 


称 二 ;为 M 点 的 面积 坐标 。 显 然 
Lit+L:+L;=1 
1 = jd 
它 说 明 , 人 入 123 内 任 一 点 M, 必 对 应 一 组 L;,i==1,2,3; 反之 ， 
车 给 定 一 组 满足 式 (2-67) 的 L;,i 二 1,2,3, 必 定 能 在 八 123 内 确定 
与 之 对 应 的 M 点 。 由 于 工 十 Ls 十 Ls 二 1, 所 以 Li、Ls、Ls 中 只 有 图 2-35 三 角形 单元 


(2-67) 


0 工 
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两 个 是 独立 的 。 面 积 坐标 只 在 三 角形 单元 的 内 部 有 意义 ,因而 是 一 种 局 部 坐标 ,而 zy 坐标 
适用 于 整个 结构 , 故 叫做 整体 坐标 。 

根据 面积 坐标 的 定义 , 当 M 在 节点 1 时 ,Ai 一 A,A: 王 
As 一 0, 此 时 工 ; 王 1,L: 一 Ls 一 0。 当 M 点 在 23 边 上 时 ,A; 一 
0,L 二 0。 同 理 , 在 13 边 上 ,Ls 二 0。 在 12 边 上 ,L;= 二 0。 在 
平行 于 23 边 的 直线 上 的 点 (在 三 角形 内 部 ) 具 有 相同 的 工 ,， 
它 等 于 直线 到 23 边 的 距离 和 节点 1 到 23 边 距 离 之 比 。 在 3 
个 节点 处 面积 坐标 分 别 为 (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)。 如 果 
4、5、6 分 别 为 三 条 边 的 中 点 (图 2-36),G 为 三 角形 的 形 心 ， 
则 它们 的 面积 坐标 为 


图 2-36 三 角形 单元 的 面积 坐标 


3. 面积 坐标 与 整体 坐标 的 关系 
三 角形 的 3 个 节点 1、2、3 的 坐标 分 别 为 (zi,yi),(Czy),(zsyys),M 点 的 坐标 为 
(zy), 则 


ry 


Ai= 3 [Cre zsyz) 十 (y CO— ys)z(— zx)y] 


1 
1 Zz: ys 
1 zs ys 


= 六 (a 六 流 妆 天 区 多 


同 理 


A: = 丰 (as 十 bax 十 c2y) 


三 丰 (as 十 bax 十 c3y) 
上 面 三 式 可 简写 为 


A = 去 Ce 十 bz 十 co)， i 


aivpiscisi 一 1,2,3 的 定义 同 式 (2-8)。 


于 是 
,We (2-68) 
下 ” 弦 9” 
与 式 (2-11) 比 较 , 得 到 
到 三 请， (2-69) 
式 (2-68) 也 可 写成 如 下 矩阵 形式 : 
(2-70) 


a pb alfl 
大 是 az b: cz |1 工 
as bs csjiy 


将 3 个 节点 1、2、3 的 面积 坐标 与 直角 坐标 分 别 代 入 式 (2-70) ,得 到 
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} a bl a h 0 a bl a 1 0 al bl a 
让 a “| 中 a " “此 | 咱 二。 , | 
0 as bs cy 0 as bs cs ly 1 aa bs csj ys 

整理 得 
1 0 0 a pb alfl 1 1 
| 1 路 寺 D2 “| Xs = 
@ ow 1 as bs cdly ye ys 
结合 式 (2-70) 得 
1 1 1 YE 
上 - Ts “|| (2>71) 
yy y yy ylLs 
于 是 得 到 
T= Lixi+Lzx +t Lszxs 
| L272 
y= Lay 十 Lazys Lsys 
3 
z= DLiz: 
这 1 
或 
3 
y= DLiy 
i=1 
对 三 节点 三 角形 单元 ,由 式 (2-69) 得 
3 
z= DNiz 
i=1 
3 
y= DNiy 


由 此 可 见 , 常 应 变 三 角形 单元 也 是 一 种 等 参 元 


4. 标准 化 坐标 系 下 的 三 角形 单元 


分 别 以 面积 坐标 Li 、L。 作 为 横 轴 与 纵 轴 建立 坐标 系 , 称 为 三 角形 单元 的 标准 化 坐标 系 。 
将 (z,y) 平 面 上 任 一 三 角形 单元 123 映射 为 (Li ,ZL ) 平 面 上 的 直角 三 角形 单元 123。 反 过 


来 ,也 将 (Li,L,) 平 面 上 的 直角 三 角形 单元 123 映射 为 (rz,y) 平 面 上 任意 三 角形 单元 123 
(图 2-37)。 由 此 可 见 , 三 角形 单元 在 标准 化 坐标 系 下 的 像 为 直角 边 长 为 1 的 等 腰 直 角 三 角形 。 


式 (2-71) 
式 (2-72) 


LD 


-0 
CH-D 


10.0) 已 


3(0.0) 


(b) 


图 2-37 直角 坐标 与 面积 坐标 的 映射 关系 


。 第 2 章 。 平面 问题 的 有 限 元 法 。 65 


5. 在 标准 化 坐标 系 下 直接 构造 三 角形 单元 的 形 函 数 

(1) 构造 线性 三 角形 单元 的 形 函 数 。 

线性 三 角形 单元 的 位 移 函 数 是 +、y 的 完整 一 次 式 , 因 zy 与 面积 坐标 的 变换 是 一 次 变 
换 , 所 以 线性 三 角形 单元 的 位 移 函 数 应 是 面积 坐标 的 一 次 式 ,而 形 函数 是 与 位 移 函 数 阶 次 相 
同 的 多 项 式 , 故 线性 三 角形 单元 的 形 函 数 是 面积 坐标 的 一 次 式 。 

先 构造 N 。 在 图 2-37(b) 中 ,Ni 在 2、3 节点 处 值 为 0, 且 因 Ni 是 关于 工 ; 的 线性 函 
数 ,所 以 N 在 23 边 上 值 为 0,23 边 的 方程 为 Li 二 0, 故 Ni 应 包含 因子 工 1 ,可 设 Ni 二 Li。 


在 节点 1 处 sNi= 二 15 = 二 15 代 大 Wi 二 得 为 二 Wy 于 是 和 Wy 二 bis 
同 理 得 N; ==L;: ,Ns 二 L;。 


因 NN 二 二 十 Ls 十 Ls = 1, 故 所 构造 的 N;==L;,i 二 1,2,3 即 为 线性 三 角形 单元 的 形 
函数 。 

(2) 构造 六 节点 三 角形 单元 的 形 函数 。 

六 节点 三 角形 单元 的 位 移 函 数 是 zy 的 完整 二 次 式 , 因 zx、y 与 面积 坐标 的 变换 是 一 次 
变换 ,所 以 六 节点 三 角形 单元 的 位 移 函 数 应 是 面积 坐标 的 二 次 式 ,而 形 函数 是 与 位 移 函 数 阶 
次 相同 的 多 项 式 , 故 六 节点 三 角形 单元 的 形 函 数 是 面积 坐标 的 二 次 式 。 

先 构 造 角 节点 对 应 的 形 函 数 , 以 Ni 为 例 。 在 图 2-38 中 ,Ni 


在 2.3、4、5、6 节点 处 值 为 0,2、3、5 节点 在 23 边 上 ,23 边 的 方 
程 为 Li 二 0,4、6 节点 在 46 边 上 ,46 边 的 方程 为 2L 一 1 一 0, 故 
Ni 应 包含 因子 Li 与 2L 一 1, 于 是 可 设 Ni 二 Li1(2L1 一 1)。 由 
形 函 数 本 处 为 1 的 性 质 知 ,1=MX1X(2X1 一 1),h 王 1, 故 
Ni=Li(2L—1)。 

同 理 得 Ns 二 L;(2Ls 一 1),N; 二 Ls (2L;s 一 1)。 图 2-38 标准 化 此 大 潍 下 的 

再 构造 边 中 节点 对 应 的 形 函数 ,以 N, 为 例 。N, 在 1.3、3、 I 
5.6 节点 处 值 为 0,1、3、6 节点 在 Ls 二 0,2、5 节点 在 Li 二 0 上 , 故 N, 应 包含 因子 Li 与 L， 


于 是 可 设 N, 二 XL1Ls。 由 形 函数 本 处 为 1 的 性 质 知 ,1 入 X 吉 xX 二 以 4, 故 N,==4LiLs。 


同 理 得 Ni 二 4LLs, Ns 二 4LsLi。 


6 
因 >) Ni = LC2L—D) +L C2L—D)+L (2Ls—D)+4L Lt+4L Ls +4LL =2(Li+ 
i=1 
Ls 十 Ls)? 一 1 二 1, 故 所 构造 的 Ni,i 一 1,2,3,4,5,6 即 为 六 节点 三 角形 单元 的 形 函 数 。 


z= >)Ni(L ,Ls Lz 
Ee , 故 六 节点 三 角形 单元 也 是 一 种 等 参 元 。 
y= SN LL) 
6. 面积 坐标 在 计算 积分 时 的 应 用 
由 式 (2-72) 可 以 得 到 从 (xz,y) 到 (Li ,Lz) 坐 标 变换 的 雅 可 比 和 矩阵 为 


同 理 可 证 


SS 
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a OD 
Ne 
Cry) aL: 93Li sl ft (C273) 
a(Li,L;) az ay 1 一 Za ya— ys 
Ts Hs 
于 是 雅 可 比 和 矩阵 的 行列 式 为 
1 xz JJ 
bd by 
= (2-74) 
Z2 一 TZ3 2 Js 
1 zs ys 


在 计算 单元 刚度 矩阵 和 等 效 节点 载荷 时 ,如 果 将 被 积 函 数 用 面积 坐标 表示 , 则 在 进行 积 
分 时 将 带 来 极 大 的 方便 。 如 


[ Fl(Li,L:,L3)dzrdy= ll FCLi,L: ,Ls)|J|dLidL: 


as 与 有 


1—L 
一 2Am| ds| i 
0 0 


利用 | wd 一 "dl = 世人 上 个 订 ( 欧 拉 公 式 ) 可 得 到 下 面 两 个 很 有 用 的 积分 公式 。 


(m+nt+1)! 
求 面积 坐标 在 单元 面 上 的 积分 时 有 
了 到 alblc! 本 
由 Prsrsaras 一 tftotc ta (275) 
123 


求 面 积 坐标 在 某 个 边 上 的 积分 时 有 
LiL’ds = 


alp1 


Ca 十 十 1)1 Cam 


其 中 必 为 该 边 的 长 度 。 
式 (2-75) 有 如 下 特例 。 


pe 外 站 二 11010! 有 Au 
(Da= | Ldrdy 一 让 下 DT A = 一 全， 
123 
辣 理 | sdzdy = 人 ar = 笃 . 
ai23 as 
二 人 210101! 。 六 Ai 
(2)a 一 2,8 一 。 0 时 ,| Lidrdy = to oa A = hm = 
间 是 | zaady= [a es 和 a, 
a Sl23 
二 和 一 一 证 11110! RN A 
(3)a=6b=1,c on, | radeds TFIiF0oFai 2Alzs 34 2Alzs 12 3 
同 理 上 LLsdzrdy = | smdedy = 等. 
aaa nza 


上 述 公 式 及 特例 用 于 计算 六 节点 三 角形 单元 的 单元 刚度 矩阵 与 单元 等 效 节 点 载荷 。 
下 面 作 简 单 证 明 。 先 证 明 式 (2-75)。 设 工 ,二 (1 一 L1)t, 于 是 L 从 0 变 到 1 一 了 , 则 1 
从 0 变 到 1, 于 是 


i CCE Err 


和 1—L 
和 az dzdy 一 24Am| dL,| "TL C1 = dis 
o 0 


Al23 


1 1 一 
至 tis] 五 [| oe dL ] dr 
Sd 


1 a 
=24m] | a en A a We We eo le A | dd 
0 0 


1 1 
一 | LL1—E yar | 2 ed ke 
0 0 


altb Fett blc! alblc! 
2An Ta 上 0 十 c 十 2)! (0 十 c 十 1)! (a 十 5 十 c+ D1 


再 证 明 式 (2-76)。 如 图 2-39, 在 也 边 上 ,Lu 一 0,L; 十 万 一 1, 即 
六 一 1 一方 。 设 闻 边 边 长 为 ,高 为 凡 则 Am 一 去 必 , 对 二 边 上 任 一 


斋 衣 ,入 一 二 : 曾 汪 证 一 上 一 二, 因 5-WwLn 于 于 页 = 本 ys 县 者 
2 mn 


jm 


alpbl! 图 2-39 三 角形 单元 


1 i 
站 QT b a NU 
| ire = | na | ty 
7. 六 节点 三 角形 单元 的 等 效 节点 载荷 


当 六 节点 三 角形 单元 受 非 节 点 载荷 时 ,可 采用 与 常 应 变 三 角形 单元 相同 的 公式 求 得 等 


效 节 点 载荷 。 
例 2-12 六 节点 三 角形 单元 受 均 布 体力 为 重力 W, 单 元 厚度 为 常数 1,y 轴 铅 垂 向 上 , 求 
单元 的 等 效 节点 载荷 。 
解 
0 
Nidzdy 
Ni 0 0 
9 [Nsdzdy 
Ni 0 a 
0 NN; 0 
3 [dy 
. 0 Ns|, 0 i 
ER 由 Nt | i (a = 一 mx] 
0 NN [Bir 
Ni 0 a 
0 Ns 0 
Ne 0 Nidzdy 
0 Ns a 
0 
[mma 
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下 面 计算 | Nidzdy。 
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we SDP Pssstrn0n tsintisretrarinprnreninies 


[Naray een 1)dzdy ?iazdy iaray 2x 倒 
a a a a 


同 理 得 Nsdzdy = [INsaray = 
a a 


[Naray = [arsardy = 4X 
a a 


A 


12 3 


同 理 得 |Nsdzdy = | Nidzdy = 全。 
a a 


于 是 {R}% 二 一 pgt[0 000000 人 全 0 


=[° 0 


即将 单元 自重 的 1/3 分 别 移 置 到 每 个 边 中 节点 y 的 负 向 。 

例 2-13 如 图 2-40 所 示 , 六 节点 三 角形 单元 边界 23 作用 
沿 工 方向 分 布 的 三 角形 分 布 面 力 ,载荷 的 最 大 集 度 为 g,23 边 长 
为 !, 单 元 厚度 为 常数 上 , 求 单元 的 等 效 节 点 载荷 。 

解 在 距 3 节点 为 ;的 点 d 处 , 面 力 向 量 为 


他 


g§ 和 克昌 二 一 本 


而 此 处 Ni 三 N, 二 Ns 二 0。 于 是 ,分 布 面 力 的 等 效 节点 载荷 向 


量 为 


{RY}, = | [NJ' {Rr yrds 


N 0 
-| Ni 


Ns 0 


Ns 
Ni 0 


Nz 0 
0 N 0 


Ns 0 
Ni 0 


Ne 0 
Ne 0 


=a|.[0 0 NL: 0 NsL: 0 0 0 NsL: 0 0 0]'ds 


=«[° 0 | Nd 0 | Nd 0 0 0 | NsLsds 0 0 9] 
上 中 ‘ 


式 中 : 
[Narsds seers DLz2ds 2| Lids | ra 
上 1 i 
31 六 1 

i 

| Nu 人 aa DL2ds ?| :Ed | 

上 下 £ 1 
i 111! 

(CI 十 2 十 DT (十 1 十 1)! 
i 3 2 
| Nd = | PP 4| LiLsds 4 41 


l d 


{R=¢g[ 0 0 0000050°00 


=Jao 0 二 00000 和 000] 
即将 边界 总 面 力 的 1/3 移 置 到 2 节点 ,总 面 力 的 2/3 移 置 到 边 中 节点 5。 
8. 应 变 矩 阵 与 应 力矩 阵 
六 节点 三 角形 单元 的 形 函 数 为 
Wi 
二 三 二 站 二 二 区 二 是 看 
于 是 位 移 函 数 为 


6 
= 之 和 有 sly 
6 


v = ZN Lis,Lz ,La) vw; 


6 
而 。 一 3 一 六 ON ON _ > AN .9L; 


x ar oar 
因 L= 汪 Catbrtey) ,i=1,2,3, 于 是 3 入 ,所 以 
2 一直 (q 十 bz 十 cy)， 妆 
aN _ oN ,9L: ,9N' ,9Ls ， 3aN , ols i 4 D1 
六 = 过 二 站 二 0 二 0= 效 (4 一] 
同 理 
aN。 bh aNs _ bs 
一 共 ( 代 一 DD， 人 = 妆 (4L 一 D 
aN, aN，aL， aN，aL， aN, 9L， 所 bs 2 
ae 一 Qn ole” Qn tLe gm A on ti sn A tb 
同 理 
aN: aN. 
bd) = Lb + Lbs) 
于 是 


(4Ls—1)wus+ 2 


(4Ls ya A 


b 
(4L Da 十 甸 2 


24A 2A 


Er 


Cb Fab) ut A Labs tLab Yu 
tALasb tide us 即 6, 是 面积 坐标 的 一 次 函数 。 


因 几 = 去 (@; 二 biz 十 ciy) ,i 二 1,2,3, 故 es 是 zy 的 一 次 函数 。 同 理 s, .y。 也 是 zy 的 


一 次 函数 , 即 六 节点 三 角形 单元 是 线性 应 变 单元 。 

由 fe} 二 [B]{6} 与 {fo} 二 [D]{e} 知 ,应 力 分 量 也 是 z、y 的 一 次 函数 , 即 六 节点 三 角形 
单元 是 线性 应 力 单元 。 

由 此 可 见 , 六 节点 三 角形 单元 内 的 应 力 、 应 变 沿 任 何方 向 都 是 线性 变化 的 。 
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9. 六 节点 三 角形 单元 的 优 缺点 

可 以 证 明 六 节点 三 角形 单元 是 完备 的 协调 单元 , 当 网 格 加 密 时 ,有 限 元 解 收敛 于 精确 
解 。 六 节点 三 角形 单元 的 位 移 函 数 是 完整 的 二 次 多 项 式 ,多 项 式 的 阶 次 比 线性 三 角形 单元 、 
和 矩形 单元 高 ,因而 对 实际 位 移 场 的 逼近 度 就 高 ; 而 且 因 六 节点 三 角形 单元 的 应 力 、 应 变 在 单 
元 内 沿 任何 方向 都 是 线性 变化 的 ,在 表示 应 力 、 应 变 时 , 比 线性 三 角形 单元 好 ; 六 节点 三 角 
形 单元 能 很 好 适应 斜 交 边界 与 曲线 边界 ,而且 应 力 结果 整理 比较 简单 ,无 论 是 内 节点 还 是 边 
界 节点 , 均 可 采用 绕 节 点 平均 法 。 

但 由 于 六 节点 三 角形 单元 中 1 个 节点 的 相关 节点 数 较 大 ,整体 刚度 矩阵 的 半 带 宽 较 大 ， 
所 需 计 算 机 容量 大 ,计算 刚度 和 矩阵、 载荷 向 量 所 费 机 时 较 多 ,而 且 程 序 编制 也 较 线性 三 角形 
单元 复杂 。 

在 保证 达到 相同 精度 的 前 提 下 ,用 六 节点 三 角形 单元 可 以 采用 很 少 的 单元 数目 。 一 个 
典型 的 例子 是 ,有 研究 人 员 在 计算 “ 攀 形 体 受 自重 及 齐 顶 水 压 " 问 题 时 ,对 于 7mX 9m 的 三 
角形 截面 ,如 果 采 用 66 个 节点 、100 个 单元 的 线性 三 角形 单元 网 格 , 其 计算 结果 比 用 一 个 六 
节点 三 角形 单元 的 精度 还 低 。 这 个 例子 虽然 比较 特殊 ,但 足以 说 明 六 节点 三 角形 单元 的 优 
越 性 。 


前 面 讨 论 的 四 节点 矩形 单元 难以 应 用 于 斜 线 边界 ,三 角形 单元 虽 可 应 用 于 斜 线 边 
界 , 但 对 曲线 边界 问题 ,单元 形状 的 近似 仍 会 带 来 一 定 的 误差 。 这 时 很 自然 地 想到 ,能 不 
能 采用 形状 一 般 的 直 边 单元 或 曲 边 单元 进行 有 限 元 分 析 ? 如 果 能 的 话 ,对 这 些 单元 如 何 
建立 位 移 函 数 ? 能 否 采用 待定 系数 法 构造 位 移 函 数 ? 能 否 根 据 形 函 数 性 质 直接 构造 形 
函数 ,进而 得 到 位 移 函 数 ? 下 面 先 通过 考查 一 种 单元 一 一 一 般 四 边 形 直 边 单元 ,来 回答 
上 述 问题 。 

如 图 2-41 为 一 般 四 边 形 直 边 单元 ,每 个 节点 有 两 个 自由 
度 , 单 元 的 自由 度 为 8, 由 待定 系数 法 可 设 单元 的 位 移 函 数 为 


uU= a 二 Tartaytary 
(2-77} 


了 一 as 十 aez 十 ory 十 aszy 

四 边 形 单 元 的 任 一 边界 为 直 边 ,y 与 x 呈 线 性 关系 ,所 以 
在 单元 边界 上 ,uv 一般 是 x (或 y) 的 二 次 函数 ,于 是 可 假设 在 
边界 上 w=Bi 十 Baz 十 Bax (v 同 理 ) 。 2-41 一 般 四 边 形 直 边 单元 

上 式 有 三 个 待定 系数 ,而 任 一 边界 上 只 有 2 个 节点 ,所 以 
由 节点 条 件 不 能 唯一 确定 Bi 、Bs、B; ,因此 在 相 邻 单元 公共 边界 上 位 移 的 连续 性 得 不 到 保 
证 。 也 就 是 说 ,利用 式 (2-77) 作 为 一 般 四 边 形 直 边 单元 的 位 移 函 数 ,其 有 限 元 解答 的 收敛 

要 直接 构造 形 函 数 ,应 在 标准 坐标 系 下 进行 。 于 是 希望 能 通过 某 种 坐标 变换 将 一 般 四 
边 形 直 边 单元 变换 为 标准 化 坐标 系 下 的 规则 单元 。 

考查 采用 如 下 的 坐标 变换 式 ,看 看 能 否 达到 预期 的 目的 : 
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(2-78) 


其 中 NiC&, 力 一 二 (1 十 $E)(1 十 m9) 为 图 2-42 所 示 标 准 化 坐标 系 下 , 边 长 为 2 的 正方 形 单元 
的 形 函数 。 

下 面 说 明 , 经 过 坐标 变换 式 (2-78) ,图 2-42 的 正方 形 单元 变 4(-1,1) nh 3(1,1) 
换 为 图 2-41 一 般 四 边 形 直 边 单元 。 


先 考查 图 2-42 中 节点 i(i 二 1,2,3,4) 变 换 为 图 2-41 中 对 应 0 = 
的 节点 。 节 点 i 在 图 2-42 中 的 坐标 为 (6,%), 将 x 的 值 代入 
式 (2-78) ,并 利用 形 函 数 本 处 为 1\ 它 处 为 0 的 性 质 得 z==z;,y 二 ICL-D) 20.-1) 
yi, 即 图 2-42 中 坐标 为 (和 ,7) 的 节点 i 变换 为 图 2-41 中 坐标 为 ”图 2?-42 标准 化 坐标 系 下 
(zisyi) 的 节点 。 由 此 可 见 , 采 用 坐标 变换 式 (2-78) ,可 实现 节点 的 正方 形 单元 
间 的 变换 。 


再 考查 图 2-42 中 正方 形 单元 的 边界 映射 为 图 2-41 中 一 般 四 边 形 直 边 单元 对 应 的 
边界 。 

因 Ni(&, 力 为 $n 的 双 线 性 函数 ,由 式 (2-78) 知 ,z、y 也 应 是 6.7 的 双 线性 函数 , 当 二 = 
常数 时 ,x,y 也 应 是 ?的 线性 函数 , 故 可 设 一 A 十 As7,y 一 Bi 十 Bey, 于 是 全 一 2 
这 是 zy 坐标 系 下 的 直线 方程 。 

由 此 可 见 , 图 2-42 中 8 二 常数 的 坐标 线 均 可 映射 为 图 2-41 中 的 一 条 直线 。 同 理 ， 
图 2-42 中 7 一 常数 的 坐标 线 均 可 映射 为 图 2-41 中 的 一 条 直线 。 上 述 结论 对 图 2-42 中 和 一 
士 1,7= 士 1 边界 同样 成 立 。 因 此 ,图 2-42 中 的 正方 形 边界 映射 到 图 2-41 中 均 为 直线 。 

结合 节点 的 对 应 关系 可 知 , 变 换 式 (2-78) 将 正方 形 单元 的 边界 映射 为 一 般 四 边 形 单元 
的 边界 ,而 且 图 2-42 中 规则 的 网 格 对 应 于 图 2-41 中 不 规则 的 网 格 。 

通过 上 述 讨论 ,了 解 到 对 一 般 四 边 形 直 边 单元 可 以 采用 与 矩形 单元 同样 的 方法 研究 , 即 
在 整体 坐标 系 下 ,假定 一 般 四 边 形 单元 的 位 移 函 数 为 


4 
& 一 DN Du 
i=1 


, (2-79) 
v= DN(E, DY 
La 


而 Ni(6. 妨 = 于 (1 十 68)(1 十 77) 为 图 2-42 所 示 标 准 化 坐标 系 下 边 长 为 2 的 正方 形 单元 的 
形 函 数 。 

比较 式 (2-78) 与 式 (2-79) 知 ,一 般 四 边 形 直 边 单元 为 等 参 元 ,而 式 (2-78) 为 相应 的 等 
参 变换 式 。 

由 此 可 见 , 一 般 的 直 边 单元 或 曲 边 单元 不 能 由 待定 系数 法 直接 建立 位 移 函 数 ,而 是 采用 
坐标 变换 , 先 将 这 些 单元 转化 为 规则 单元 ,然后 对 规则 单元 进行 有 限 元 分 析 , 得 到 计算 结果 ， 
最 后 通过 坐标 变换 得 到 原单 元 的 解答 。 在 有 限 元 法 中 ,最 普遍 采用 的 坐标 变换 方法 是 等 参 
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变换 。 采 用 等 参 变换 的 单元 称 为 等 参 元 。 借 助 于 等 参 元 可 以 对 于 一 般 的 任意 几何 形状 的 工 
程 问题 和 物理 问题 方便 地 进行 有 限 元 离散 ,因此 ,等 参 元 的 提出 为 有 限 元 法 成 为 工程 实际 领 
域 最 有 效 的 数值 分 析 方法 迈 出 了 极为 重要 的 一 步 。 

2.11.1 要 音 元 与 子 单元 


标准 化 坐标 系 下 形状 规则 的 单元 称 为 母 单元 或 标准 元 ,而 采用 等 参 变换 得 到 的 zy 坐 
标 系 下 的 单元 称 为 等 参 元 ,或 称 子 单元 ,因此 等 参 元 为 实际 单元 。 
当 母 单元 确定 时 ,节点 数 与 形 函 数 就 确定 了 ,于 是 坐标 变换 式 (2-78) 只 与 子 单元 的 节 


点 坐标 有 关 , 而 子 单元 的 节点 坐标 是 单元 划分 时 任意 指定 的 ,这 就 导致 了 一 个 母 单元 与 一 族 
子 单元 相对 应 。 例 如 图 2-43 所 示 ,一 个 母 单元 对 应 多 个 子 单元 。 


4 中 3 对 3 | 8 
4 
< > 
v @ 
i 
2 i 
. i, 入 0 一 人 0 
人 (b) (9 (d) 
图 2-43 和 母 单元 与 子 单元 


(a) 母 单元 ;(b) 子 单元 之 一 ;(c) 子 单元 之 二 ; (d) 子 单元 之 三 


前 面 只 对 特殊 形状 的 等 参 元 一 一 一 般 四 边 形 直 边 单元 作 了 介绍 ,下 面 考查 一 般 情况 。 
如 图 2-44(a) 所 示 为 八 节点 曲 边 四 边 形 单元 ,根据 该 单元 的 形状 ,估计 其 母 单元 是 如 
图 2-44(b) 所 示 的 边 长 为 2 的 八 节点 正方 形 单元 。 


图 2-44 八 节点 曲 边 四 边 形 单元 与 标准 元 


的 Ni(&, 力 为 图 2-44(b) 八 节点 正方 形 单元 的 形 函 数 。 


8 
全 一 DIN, CE Dz 
(2-80) 
y = DNi(E, Dy 
先 考查 图 2-44(b) 中 的 (和 ,六 ) 变 换 为 图 2-44(a) 中 的 (z;,y;)。 将 (&, 专 ) 代 入 坐标 变换 


式 (2-80) ,并 利用 形 函数 本 处 为 1, 它 处 为 0 的 性 质 得 z==zi,y 二 yi;, 即 图 2-44(b) 中 的 节点 
(各, 妈 ) 通 过 式 (2-80) 变 换 为 图 2-44(a) 的 对 应 节点 。 


下 面 考 查 图 2-44(b) 的 母 单元 通过 下 面 的 等 参 变换 式 得 到 图 2-44(a) 的 子 单 元 ,变换 中 
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再 考查 图 2-44(b) 的 单元 边界 变换 为 图 2-44(a) 对 应 的 单元 边界 。 对 图 2-44(b) 的 单 
元 , 因 单元 自由 度 为 16, 故 可 设 
uu= oa 十 aa 十 as1 十 ws 站 十 os 名 十 os 和 十 or 关 7 十 as 全 


也 二 a 二 Tawétannt a a ian +ast tat 
而 形 函 数 是 与 位 移 函 数 阶 次 相同 的 多 项 式 , 所 以 八 节 点 正方 形 单元 的 形 函 数 N;(&,7) 
应 与 位 移 函 数 为 同 阶 函数 。 
当 鳃 常数 时 ,Ni(6,7) 为 了 的 二 次 函数 ,于 是 在 图 2-44(b) 的 边界 s 一 1 上 ,Ni(6,7) 为 了 
的 二 次 函数 ,结合 式 (2-80) 知 ,在 该 边界 上 z、y 应 是 上 .7 的 二 次 函数 , 故 可 设 
并 一 Ai, 十 Asy 十 As: 子 
y 一 Bi 十 Boy 二 Bs 
式 (2-81) 是 以 7 为 参 变量 的 参数 方程 ,在 整体 坐标 zy 中 , 它 是 一 条 曲线 。 由 此 可 见 ， 
母 单元 的 边界 =1 通过 式 (2-80) 得 到 整体 坐标 zy 上 的 一 条 曲线 。# 二 1 边界 上 ,共有 3 个 
节点 ,提供 6 个 条 件 ,可 唯一 确定 式 (2-81) 中 6 个 参数 ,结合 节点 的 对 应 关系 知 ,图 2-44(b) 
中 的 单元 边界 通过 等 参 变换 式 (2-80) 对 应 图 2-44(a) 中 的 单元 边界 。 同 理 可 说 明 , 图 2-44(b) 
中 的 坐标 线 构成 的 直线 网 格 对 应 图 2-44(a) 中 的 曲线 网 格 。 考 虑 到 特殊 情况 下 , 式 (2-81) 
为 直线 方程 ,所 以 图 2-44(b) 的 母 单 元 对 应 的 子 单元 也 可 能 是 八 节点 一 般 直 边 四 边 形 单元 。 
曲 边 单元 上 的 节点 布局 可 以 是 各 种 各 样 的 ,所 以 经 过 等 参 变换 后 的 直 边 单元 的 节点 布 
局 也 比 前 面 介绍 的 直 边 单元 复杂 得 多 。 选 取 位 移 函 数 的 方法 是 先 确定 形 函数 Ni ,再 由 
zx 一 >) Niuiwv 二 >) Nivi 建立 位 移 函 数 ,所 以 有 必要 进一步 学 习 标准 化 坐标 系 下 形 函 数 的 
建立 方法 。 下 面 以 矩形 单元 族 为 例 说 明 。 


2.11.2 标准 化 坐标 系 下 矩形 单元 族 的 形 函 数 


采用 标准 化 坐标 系 有 两 个 优点 ,一 是 在 标准 化 坐标 系 下 直接 构造 形 函 数 比较 方便 ,二 是 
易于 应 用 数值 积分 计算 单元 刚度 矩阵 。 

矩形 单元 族 是 形状 为 矩形 的 单元 ,该 单元 族 在 标准 化 坐标 系 (#, 力 下 是 边 长 为 2 的 正方 
形 。 根 据 节点 布局 的 不 同 , 常 用 的 矩形 单元 族 分 为 如 下 三 类 ， 

(1) 拉 氏 族 矩 形 单元 。 拉 氏族 和 矩形 单元 即 为 Lagranger 族 和 矩形 单元 ,这 类 单元 边界 节 
点 和 内 部 节点 置 于 规则 的 网 格 上 ,如 图 2-45(a) 所 示 。 

(2) 索 氏 族 和 矩形 单 元 。 索 氏族 矩形 单元 即 为 Serendipity 族 矩 形 单元 ,这 类 单元 只 包含 
边界 节点 ,没有 内 部 节点 ,两 相对 边界 的 节点 布局 相同 ,如 图 2-45(b) 所 示 。 

(3) 过 渡 索 氏族 矩形 单元 。 过 渡 索 氏族 矩形 单元 也 只 包含 边界 节点 ,各 边 上 的 节点 个 
数 可 以 不 同 , 如 图 2-45(c) 所 示 。 


在 f=1 上 (2-81) 


(b) 
图 2-45 三 类 和 矩 形 单元 族 
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在 标准 化 坐标 系 下 ,建立 这 三 类 矩形 单元 形 函 数 的 方法 不 完全 相同 ,下 面 分 别 介绍 。 

1. 拉 氏 族 矩 形 单元 

如 图 2-45(a) 所 示 的 拉 氏 族 和 矩形 单元 ,在 方向 有 个 节点 ,在 wy 方向 有 m 个 节点 。 为 
使 形 函 数 Ni (&, 力 满足 协调 性 ,Ni(&, 四 在 方向 应 呈 n 一 1 次 变化 ,在 7 方向 应 呈 浆 一 1 次 
变化 。 为 保证 Ni(&, 力 在 节点 值 为 1, 其 余 节 点 值 为 零 , 可 取 Ne(E,7) 为 

NE — J LE (2-82) 

即 Ni(&, 四 等 于 节点 在 方向 的 n 一 1 次 拉 格 朗 日 插值 函数 与 & 节点 在 wy 方向 的 一 1 次 
拉 格 朗 日 插值 函数 的 乘积 。 

例 2-14 利用 式 (2-82) 写 出 图 2-46 所 示 正 方形 单元 在 标准 化 坐标 系 下 的 形 函数 Ni 
与 Na。 

解 图 2-46 所 示 和 矩形 单元 可 视 为 拉 氏 族 矩 形 单元 ,n 二 2,m 二 2, 由 式 (2-82) 得 


= 1 /= (==! | 
Ni 用 一 同人 有 IO) 一 站 全 了 下 二 = 二 (1 一 594 一 力 


| 1 二 
Na(67) 一 IC6)L3C7) a 和 二 (1 十 多 (1 nD 


例 2-15 利用 式 (2-82) 写 出 如 图 2-47 所 示 正 方形 单元 在 标准 化 坐标 系 下 的 形 函 数 


Ni Nis、 No。 
4Cc1L0 nh 3(1.1) 
a a 
EC 2(1.—1) 
图 2-46 ”四 节点 正方 形 单元 图 2-47 九 节点 正方 形 单元 


解 ” 图 2-47 所 示 矩 形 单元 可 视 为 拉 氏 族 矩 形 单元 ,n 二 3,m 二 3, 由 式 (2-82) 得 
(€—&)(€—6) ,7— py) 
Chm nm 
(IE 0 .WWW 1 

i i 
(€—&)(€—&) 。 (7 一 六 )(7 一 为 ) 
(6 一 与) (各 —6) (mh) mh) 
(€+ (8—1) (7—1)(y—0) EL 


{Te— = DMO— DD C1— Wi1=m 301 yl 办 


Ni Ce 人 = LICOLIOD 


HU1—D 


N; (8,D= LIL 


(一 jE 一 何 一 双打 一 汞 ) 
Ns (ED = LiLICOD) . 
BB Oe DE op 


(E+DETD) y+ 
(0 一 (一 D)(00 一 D) ©O——D)O—D 


拉 氏 族 和 矩形 单元 形 函 数 的 建立 比较 简单 ,但 由 于 存在 大 量 的 内 部 节点 ,一 方面 使 整体 刚 
度 和 矩阵 的 阶 次 增加 , 另 一 方面 ,使 位 移 函 数 及 形 函 数 中 包含 一 些 次 数 较 高 的 项 而 略 去 了 一 些 
低 次 项 ,因而 位 移 多 项 式 的 精度 较 差 。 实 际 中 除 线性 单元 (四 节点 ) 与 二 次 单元 ( 九 节点 ) 外 


条 = = 
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很 少 使 用 拉 氏 族 矩 形 单元 。 

2. 索 氏 族 矩 形 单元 

索 氏 族 矩 形 单元 只 有 边界 节点 ,在 标准 化 坐标 系 中 ,构造 索 氏 族 和 矩形 单元 形 函 数 通常 采 
用 两 种 方法 。 

方法 一 : 由 若干 几何 方程 的 连 乘 式 构 造形 函数 ,此 方法 也 称 为 划 线 法 。 其 步骤 如 下 : 

(1) 对 于 节点 塌 找 出 能 覆盖 其 余 节 点 的 车 干 几何 方程 ,在 平面 问题 中 ,这 些 方程 可 以 是 
直线 方程 ,也 可 以 是 曲线 方程 。 

(2) 适当 选用 上 述 几 何方 程 ,以 待定 参数 的 连 乘 式 (几何 方程 左 端 项 相 乘 ) 作 为 形 函 数 
Ni ,使 形 函数 “ 它 处 为 零 ”的 条 件 自动 满足 。 注 意 : 要 将 几何 方程 表示 为 右 端 项 等 于 0 的 形式 。 

(3) 将 ;节点 坐标 ($ , 刀 ) 代 入 上 述 几何 方程 连 乘 式 , 用 “本 处 为 1" 的 性 质 确定 待定 参数 。 

(4) 根据 节点 的 相似 性 ,进行 适当 的 变量 代 换 直接 求 得 其 余 节 点 的 形 函 数 。 

(5) 验证 对 单元 中 任 一 点 是 否 满足 > N; = 1 的 条 件 。 

方法 二 : 利用 变 单元 节点 法 构造 形 函 数 。 该 方法 的 步骤 如 下 : 

(1) 建立 对 应 低 阶 单元 的 形 函 数 N; ,保证 “本 处 为 1”。 

(2) 计算 低 阶 单元 形 函 数 在 高 阶 单元 边 中 节点 j 处 的 值 a; 。 

(3) 高 阶 单元 角 节 点 i 处 的 形 函 数 N; = N; 一 >)wNi， 确保 了 N; 在 “ 它 处 为 0”。 


(4) 高 阶 单元 边 中 节点 的 形 函 数 由 一 次 基本 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 与 n 一 1 次 基本 拉 格 
朗 日 插值 多 项 式 的 乘积 表示 ,其 中 为 该 节点 所 在 边 的 节点 数 。 
下 面 举例 说 明 索 氏族 矩形 单元 形 函 数 的 构造 方法 。 
例 2-16 在 标准 化 坐标 系 下 直接 建立 图 2-48 所 示 八 节点 4-b DD) 77 30D 
正方 形 单元 的 形 函数 。 
解法 一 ” 划 线 法 
(1) 构造 N 。 覆 盖 2 一 8 节点 的 方程 为 
上 边线 方程 1 一 7 一 0 1 20-1) 
右边 线 方程 1 一 == 0 
5.8 节点 连 线 方程 1 十 6 十 7 一 0 
3 个 几何 方程 左 端 相 乘 为 (1 一 名 (1 一 (1 十 十 办, 该 式 在 除 1 节点 以 外 的 其 余 节点 处 
值 均 为 零 ,在 8 方向 ,wy 方向 已 是 二 次 式 ,可 以 作为 形 函 数 。 


设 Ni 一 (1 一 扩 (1 一 人 (1 十 6 十 7 ,由 和 (aa 访 ) 一 1 得 入 十 ,于 是 N= 


图 2-48 八 节点 正方 形 单元 


A 
同 理 , 对 所 有 角 节 点 , 形 函数 为 


N; = 二) (1 二) (GE 十 9 一 1D), i=1,2,3,4 


(2) 构造 Ns 。 覆 盖 除 5 节点 以 外 的 其 余 节 点 的 方程 可 选择 为 
上 边线 方程 1 一 9 二 0 
右边 线 方程 1 一 和 一 0 
左边 线 方程 1 十 6 一 0 
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故 可 设 Ns 二 hs (1 一 了 D(1 一 外 (1 十 人 ,由 Ns (全 ,市 ) 一 1 得 1 一 本 ,于 是 Ns 一 


Li 
和 


以 此 类 推 ,可 得 到 边 中 节点 的 形 函 数 如 下 : 
1 


§=0, Ni=301—8)(+79), i=5,7 
六 一 0， Ni 一 二 (1 十 个 )GL 一 太 )， 一 6,8 


容易 验证 ZN 二 1, 所 以 上 述 形 函数 即 为 标准 化 坐标 系 下 8 节点 正方 形 单元 的 形 函 数 。 


解法 二 、 变 单元 节点 法 
分 析 八 节点 正方 形 单元 对 应 的 低 阶 单元 是 四 节点 矩形 单元 ， 
应 先 建立 四 节点 矩形 单元 的 形 函数 ,。 由 例 2-14 知 ,NN, 一 


去 G1 一 901 一 妨 。 责 几何 图 形 如 图 2-49 所 示 , 可 见于, 在 节点 5.8 


处 的 值 均 为 去 ,而 在 节点 6、7 处 的 值 为 0, 故 需要 从 台中 减 去 二 Ni 


图 2-49 Ni 几何 图 形 


与 妆 N ,才能 保证 Ni 在 1 节点 以 外 的 其 余 节 点 上 的 值 为 0, 因 此 ， 


求解 Ni 前 需求 解 Ns 与 Ns。Ns 与 Ns 为 索 氏 族 和 矩形 单元 的 边 中 节点 ,可 由 两 拉 格 朗 上 日 搬 
值 多 项 式 相 乘 得 到 。 
解 先 求 Ns 与 Ns， 
Ns= LiL 


(é = NN(E = 6) 。 卫 一 办 
(& —& 6 —6) Lc/ 


(E+D(8—D) 71 1 
CD 


同 理 N= 去 (1 一 个 (1 一 六 )。 


下 面 求 Ni 。 四 节点 矩形 单元 的 形 函 数 为 Ni 二 (1 一 各 (1 一 /4,Ni 在 1 节点 处 的 值 为 
1, 在 节点 2、3、4、6、7 上 的 值 为 0, 在 边 中 节点 5.8 上 的 值 分 别 为 a 二 as 二 1/2, 于 是 
N=N DaN; Ni 一 Ni — as Ng 
j=5,8 
1 年 六 


司 2 
和 如 一 内 一 仙人 抽 一 二 


$1 7) 


0-1-—D—e—7—D 


例 2-17 在 标准 化 坐标 系 下 直接 建立 图 2-50 所 示 十 二 节 
点 正方 形 单元 的 形 函 数 。 

解 ” 采 用 划 线 法 求解 。 

(1) 构造 角 节 点 对 应 的 形 函 数 。 设 N; 二 A; X 不 包含 i 节点 
的 两 个 边线 的 几何 方程 连 乘 式 X 边 中 节点 所 在 曲线 方程 , 则 


图 2-50 十 二 节点 正方 形 单元 
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Ni =A(1—O0—DL9E + —10] 


由 Ni(6 ,9 ) 一 1 得 为 一 芒 , 于 是 Ni 一 吉 (1 一 9(1 一 仿 [9(e 十 帮 ) 一 10] 。 


(2) 构造 边 中 节点 对 应 的 形 函 数 。 设 Ni 一 入 X 不 包含 守节 点 的 三 个 边线 的 几何 方程 连 
乘 式 X 垂 直 于 i 节点 所 在 边线 并 过 与 i 节点 处 于 同一 边线 边 中 节点 的 直线 方程 , 则 


和 
Ns =%0+00 -0H0—D( 计 -4 


由 Ni(& ,加 ) 二 1 得 九 一 厅 ; 于 是 Ns 一 他 (1 一 8)(1 一 力 (1 一 39)。 


同样 可 验证 对 单元 中 任 一 点 满足 > N; = 1 的 条 件 。 

3. 过 渡 的 索 氏 族 窍 形 单元 

用 有 限 元 法 分 析 一 变形 体 时 ,往往 需要 根据 应 力 梯度 情况 采用 不 同 的 单元 ,在 应 力 梯 度 
大 的 区 域 采 用 高 阶 单元 ,而 在 应 力 梯 度 小 的 区 域 采用 低 阶 单元 。 这 样 在 两 种 单元 之 间 必 然 
出 现 一 种 过 渡 单 元 。 如 图 2-51 所 示 的 单元 是 从 二 阶 单元 向 线性 单元 的 过 渡 单 元 。 

过 渡 单 元 形 函 数 的 构造 方法 与 索 氏 族 和 矩形 单元 基本 相同 。 但 采用 划 线 法 构造 形 函 数 
时 ,不 能 像 索 氏族 矩形 单元 那样 按 单元 自由 度 确 定形 函数 的 阶 次 ,而 应 根据 节点 对 应 的 两 个 
方向 的 节点 数目 构造 相应 的 形 函 数 。 如 节点 所 在 边沿 # 方 向 有 m 个 节点 , 沿 wy 方向 有 nn 
个 节点 , 则 沿 & 方 向 位 移 函 数 阶 次 为 m 一 1\ 沿 7 方向 位 移 函 数 阶 次 为 n 一 1 时 才能 满足 边界 
位 移 的 连续 性 要 求 , 故 N;(&,7) 应 包含 的 m 一 1 次 式 ,7 了 的 ?一 1 次 式 , 据 此 划 线 构造 形 
函数 。 

例 2-18 写 出 如 图 2-52 所 示 过 渡 正 方形 单元 的 形 函数 Ni Na 、Nis 。 
中 


图 2-51 过 渡 单元 的 应 用 图 2-52 过 渡 单元 


解 采用 变 单 元 节点 法 由 于 34 边 与 23 边 无 边 中 节点 ,所 以 Ni 与 线性 单元 相同 , 即 


mt/ 1 
= = ) 
Na Ee 二 (1 十 急 (1 十 从 


(一 5)(6 一 6)(6 一 6) .7y—-1_9 


= 恒 1 和 2 
ed 
同 理 
Ns = 总 (1 一 (1 一 D(1+38) 
于 是 
B= = dD 
DM 人 


4. 矩形 族 单元 位 移 函 数 的 比较 
拉 氏 族 和 矩形 单元 的 形 函 数 如 式 (2-82), 当 & 方 向 与 方向 均 有 十 1 个 节点 时 ， 
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和 NN; 二 了 (全 (7) ,LY( 人 9L?() 中 的 项 数 包 含 在 图 2-53 中 菱形 所 覆盖 的 区 域内 。 从 图 中 可 以 
看 出 , 形 函 数 中 包含 一 些 次 数 较 高 的 项 ,而 略 去 了 一 些 低 次 项 。 因 = >) Na, 故 知 位 移 
函数 中 也 只 包含 一 些 次 数 较 高 的 项 而 略 去 了 一 些 低 次 项 ,因而 位 移 函 数 的 完整 性 不 高 ,这 样 
的 位 移 函 数 的 精度 较 差 。 索 氏族 矩形 单元 边 中 节点 的 形 函数 N; 二 Lm (9L 7) 或 Ni 一 
LI Ce 和 (7), 即 边 中 节点 的 形 函 数 是 由 一 个 坐标 的 一 1 次 式 和 男 一 个 坐标 的 一 次 式 相 乘 
得 到 的 ,所 以 边 中 节点 的 形 函 数 中 不 会 出 现 台 及 项 。 角 节点 的 形 函 数 Ni 一 Ni, 一 ZuiNi， 
其 中 N; 为 .7 的 双 线性 函数 ,Ni 为 边 中 节点 的 形 函数 ,所 以 角 节点 的 形 函数 中 也 不 会 出 现 
名 六 项 。 故 知 位 移 函 数 是 不 超过 三 次 的 完整 多 项 式 , 当 # 方 向 与 了 方向 均 有 7 十 1 个 节点 
时 ,位 移 函 数 中 的 项 数 包含 在 如 图 2-54 中 虚线 覆盖 的 区 域内 。 


多 \ 43 六 

人 人、 

YW mr w Wf 、 
AN 本 / , 


图 2-54 索 氏 族 单元 形 函 数 中 的 项 数 


比较 两 图 , 索 氏 族 和 矩形 单元 中 完整 多 项 式 以 外 的 高 次 项 少 得 多 , 解 的 精度 不 高 。 对 于 四 
次 及 四 次 以 上 的 索 氏 族 和 矩形 单元 必须 增加 单元 内 部 的 节点 ,才能 保证 相应 次 多 项 式 的 完 
整 性 。 
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2.11.3 等 参 变换 的 唯一 性 及 等 参 元 位 移 函 数 的 收敛 性 


1. 等 参 变换 的 唯一 性 规则 

由 微 积 分 知识 知 ,两 组 坐标 之 间 变 换 一 一 对 应 的 条 件 是 变换 的 | 了 | 不 能 为 零 , 等 参 变换 
作为 一 种 坐标 变换 也 必须 服从 这 一 条 件 。 为 了 保证 右手 坐标 系 转换 为 右手 系 , 一 般 还 要 求 
| 二 0。 下 面 导 出 | 了 | 的 计算 公式 。 

设 实际 单元 的 微 面积 为 dA, 如 图 2-55(a) 阴 影 
部 分 所 示 。 图 中 dr 为 & 坐标 线 上 的 微小 增 量 , dr 
为 7 坐标 线 上 的 微小 增 量 。 于 是 


9x ch 
寺 旦 十 完 d 


dre = dzit dyj 


0 图 2-55 “实际 单元 与 母 单元 微 面积 关系 
同 理 dr 一 5 瑞士 57d (a) 实际 单元 ; (b) 母 单元 
ar ay 
3 9 
dA = |dre x dr,| = dédn = |J |dédy 
9 并 ay 
99 57 
即 
dA = |J|dsdy (2-83) 


由 此 可 见 , | 是 实际 单元 微 面积 与 母 单元 微 面积 的 比值 ,相当 于 实际 单元 上 微 面积 的 
放大 (缩小 ) 系 数 。 
下 面 讨论 |J|=0 的 情形 。 


由 式 (2-83) 得 |J| -i' 疫 dr 与 dr; 的 夹 角 为 0, 则 
dA = dredr,sin0 (2-84) 
于 是 图 2-55(a) 的 1 节点 处 ， 
[二 |= es = alizlu sinO, (2-85) 


其 中 4 表示 去 边 的 长 度 ,a 为 正 的 调整 系数 ,用 来 调整 微小 长 度 dm 、dr; 与 有 限 长 度 11 i 
同 理 可 写 出 其 他 三 个 节点 处 | 了 | 的 表达 式 如 下 : 


|Jz | = azlzslasing, 
| Js |= aslalszsinO, (2-86) 
[Jz| = wilhtisind 


由 式 (2-85) , 式 (2-86) 知 ,为 了 保证 各 节点 处 的 | J; | 二 0， 3(4) 
必须 满足 
DVD<O<x 1 1 
>0 
二 (a) (b) 
图 2-56(a) 中 ,一 0, 导 致 | Js | 二 0; | 了 .| 二 0; 图 2-56(b) 
中 ,bx, 导 致 | | 一 0, 它 将 导致 4 节点 附近 某 点 |J| 一 0。 图 到 三 本 1 一 4 全 及 
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sresipotabynotireotateratreseesattotoot 光 PP tes 


能 够 证 明 : 若 等 参 变换 中 形 函 数 是 线性 函数 时 , |J 了 | 天 0 的 必要 条 件 是 没有 大 于 180° 的 
内 角 ; 若 等 参 变换 中 形 函 数 是 二 次 函数 时 , | 了 | 去 0 的 条 件 是 没有 大 于 180* 的 内 角 , 且 边 中 
节点 必须 处 于 距 边 中 点 1/3 的 区 域内 ; 对 于 三 次 以 上 的 形 函 数 , 上 述 规则 不 适用 ,必须 对 
| 了 | 进行 数值 检查 。 

由 此 可 见 , 作 等 参 元 分 析 时 ,为 防止 出 现 |J | 为 零 , 在 直角 坐标 系 中 具体 划分 网 格 时 , 子 
单元 形状 不 能 过 分 扭曲 ,并 应 防止 任意 两 个 节点 退化 为 一 个 节点 的 情形 ,还 应 使 子 单元 边 中 
节点 尽 可 能 接近 中 点 。 

需要 说 明 的 是 ,在 一 般 四 边 形 单元 中 ,和 矩形 单元 与 平行 四 边 形 单元 的 | 了 | 为 常数 ,而 在 
单元 内 , 若 | 了 | 为 常数 ,单元 畸变 最 小 ,精度 发 挥 最 好 。 所 以 在 一 般 四 边 形 单元 中 ,和 矩形 单元 
与 平行 四 边 形 单元 都 是 应 优先 考虑 的 单元 。 

2. 等 参 元 位 移 函 数 的 收敛 性 分 析 

(1) 先 考查 单元 内 位 移 函 数 的 连续 性 。 应 得 到 结论 ,单元 内 位 移 uv 是 z、y 的 连续 
函数 。 


& = DNi(é, Du 
由 知 ,位 移 vv 是 .7 的 连续 函数 。 
v= DN DY 
T= DN Dz 
"| ,只 要 |]| 关 0,6.7 是 z.y 的 连续 丽 数 。 
y= PNG, Dy: 


对 等 参 元 ,要求 | 了 | 关 0, 故 上 述 两 表达 式 能 保证 单元 内 位 移 函 数 一 定 连续 。 
(2) 再 考查 位 移 函 数 满足 常 应 变 条 件 和 刚体 位 移 条 件 。 由 其 他 单元 的 收敛 性 分 析 知 ， 
只 要 单元 位 移 函 数 的 表达 式 中 包含 +、y 的 完整 一 次 式 , 该 条 件 即 可 满足 。 下 面 反 推 : 若 单 
元 的 位 移 函 数 包 含 z、y 的 完整 一 次 式 ,看 需要 什么 条 件 ? 
以 为 例 说 明 。 设 uw 是 zx、y 的 完整 一 次 式 , 即 wx 一 a 十 oz 十 cy, 于 是 节点 位 移 值 为 
ui =at+hritcey, i= 1,2,.,n 
则 
DNiCé, Dus = a NE D +O NC Dz te Ni(é, Dy 
当 PINE D = 1, DN Dz = xz, > Ni Dy = yy 时 , 
DN Du =athrtey =u 
DNiG,D = 1, DNi(8,WDzi 二 xz， > Ni(&,Dy; = y 是 形 函数 与 等 参 变 换 所 满 
足 的 。 
由 此 可 见 ，>) N; = 1 与 等 参 变换 式 确保 了 位 移 函 数 满足 常 应变 条 件 , 且 包含 足够 的 刚 
体位 移 项 。 
(3) 考查 单元 公共 边界 上 位 移 的 协调 性 。 对 母 单元 ,在 构造 形 函 数 N;($, 力 时 充分 考虑 
2 一 了 >) Ni(CE Du 
了 满足 边界 位 移 连 续 性 的 要 求 , 所 以 位 移 函 数 在 母 单元 的 公共 边界 上 
v= DJ NiCé, Du 
满足 连续 性 要 求 。 
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但 子 单元 如 何 ? 监 凯 维 奇 提出 : 只 要 相 邻 单元 由 形 函数 满足 协调 性 要 求 的 母 单元 形 
成 , 则 由 等 参 变换 得 到 的 子 单元 (等 参 元 ) 之 间 就 不 会 产生 间 阶 与 重 僚 , 即 子 单元 在 相 邻 边界 
上 能 保证 坐标 的 连续 性 ,此 时 单元 之 间 的 位 移 也 是 连续 的 。 

所 以 等 参 元 是 完备 协调 元 ,对 收敛 性 是 有 保证 的 ,而 且 比较 易于 吻合 边界 ,但 在 实际 应 
用 中 ,必须 保证 变换 的 | 7 | 的 值 不 为 零 。 

2.11.4 等 参 元 的 单元 刚度 矩阵 与 单元 等 效 节 点 载荷 向 量 

1. 等 参 元 的 单元 刚度 矩阵 

对 平面 问题 ,单元 刚度 矩阵 为 [k]"= | LB] [DJ [BJedzdy 

A 


而 [B]=[L]IN],[N] 中 元 素 为 .7 的 函数 ,于 是 
aN: _ aN; aaN a amm_aN as aN ay 


dr a ar a x dy dy 97 9y 
aN; a6 33][aNi aN; 
ar ar ar ag og 
= = 太太 (2-87) 
aN. 双 好 ||aN aN; 
ay ay ay La 57 
oar 9y 
因 [J E77 伺 一 DNi(é, Dz 
US ， 
dz 89 | - DNiCé, Dy; 
57 57 
、 aN; 9N; 、 
所 以 [J]、[J] 均 为 &7 的 函数 ,由 式 (2-87) 知 ,2、y 为 $7 的 函数 ,所 以 应 变 矩 阵 


[B] 为 &.w 的 函数 。 由 此 可 见 , 单 元 刚度 矩阵 表达 式 中 被 积 函 数 为 &.5 的 函数 ,应 由 换 元 法 
求解 。 于 是 


tt1 = | | ,BI DI [BY | lasdy 

由 此 可 见 平面 问题 的 单元 刚度 箱 阵 的 计算 归结 为 求 积分 | | ,Ge,mdsdy。 

2。 等 参 元 的 单元 等 效 节点 载 共 

对 平面 问题 , {R} 一 [NJ {Fv}edzdy, {RY = | CN]TLFrjvdss 因 [N] 中 元 素 为 
a 


$7 的 函数 ,计算 体力 的 等 效 节点 载荷 时 ,应 将 {FF} 表 示 为 &.7 的 函数 ,于 是 计算 {R}$, 一 
全 ENGFsyel7 dsay 归结 为 求 积分 | | ,Ge,mDdsdy。 


对 {R}$, 一 | [N]JrfFrjzds, 应 将 {Fr} 表 示 为 .7 的 丽 数 ,还 需 将 ds 作 进一步 变换 。 
例 2-19 如 图 2-57(a) ,在 等 参 元 上 作用 分 布 面 力 ,要 求 等 效 节点 载荷 , 需 先 画 出 对 应 
的 母 单元 (图 2-57(b)) ,在 母 单元 上 d 点 处 , 面 力 向 量 为 
0 
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设 图 2-57(b) 中 & 二 土 1 边界 上 的 微小 矢量 为 4 4 Tl 
dr, 其 长 度 为 ds, 则 4 3 eT 
ar ，， gay，， 3 = 
于 三 34 十 Ea % 0 é 
EP ED 1 2 1 3 
于 是 ds=|dr|= (¥) +( 字 ) d7。 (a) (b) 


PT i 

由 此 可 见 ,{R} 和 归结 为 计算 积分 | Gd 或 | GODdy 

除 一 些 几 何 形状 简单 的 单元 ,其 单元 的 等 效 节 点 载荷 可 以 显 式 地 计算 出 来 以 外 ,一 般 来 
说 , 较 复杂 单元 的 等 效 节点 载荷 者 归结 为 计算 | | ,Ge,77dsdy 或 | Geods。 


2.11.5 数值 积分 


确定 等 参 元 的 位 移 函 数 后 ,就 可 类 似 其 他 单元 计算 应 变 矩 阵 、 应 力 和 矩阵、 单元 刚度 矩阵 、 
等 效 节点 载荷 。 等 参 元 的 单元 刚度 矩阵 、 等 效 节点 载荷 一 般 为 积分 表达 式 ,而且 因 被 积 函数 
比较 复杂 ,所 以 除 少数 较 简单 的 情况 外 ,很 难 进行 精确 的 积分 计算 ,一 般 必须 借助 数值 积分 
计算 。 由 此 可 见 ,数值 积分 是 有 限 元 分 析 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 

在 有 限 元 法 中 ,采用 的 数值 积分 方法 有 Newton-Cotes 积分 法 、Gauss 积分 法 、Irons 积 
分 法 .Hammer 积分 法 等 。Newton-Cotes 积分 法 ,积分 点 等 间距 分 布 , 取 2 十 1 个 积分 点 , 具 
有 次 代数 精度 ; Gauss 积分 法 ,积分 点 非 等 间距 分 布 , 取 ? 个 积分 点 ,具有 2 一 1 次 代数 精 
度 ; Irons 积分 法 针对 三 维 问题 积分 ; Hammer 积分 法 所 讨论 的 坐标 为 面积 坐标 (空间 问题 
为 体积 坐标 ) 。 由 于 Gauss 积分 法 取 较 少 的 积分 点 可 以 达到 较 高 的 积分 精度 ,而 且 程序 实 
现 较 简 单 ,算法 稳定 性 高 ,在 有 限 元 中 应 用 最 广泛 。 本 文 只 介绍 Gauss 积分 法 。 

1.Gauss 积分 

(1) 一 维 Gauss 积分 


a 
[rowar = DHf lz) (2-88) 
a i=1 


式 (2-88) 称 为 插值 型 求 积 公式 ,H; 称 为 加 权 系数 .或 称 积分 系数 , 且 
于 =| /mde I oe ee ee es Ee de 
由 此 可 见 ,积分 系数 Hi; 与 选取 的 积分 点 个 数 、 积 分 点 位 置 、 积 分 域 有 关 , 而 与 被 积 函 数 
车 一 组 mm zz ,x,E [a,]], 使 插值 型 求 积 公式 (2-88) 具 有 2n 一 1 次 的 代数 精度 , 则 
称 此 组 点 为 Gauss 点 ,并 称 相 应 的 式 (2-88) 为 Gauss 型 求 积 公 式 。 
使 插值 型 求 积 公式 (2-88) 具 有 2n 一 1 次 的 代数 精度 包括 两 层 含义 : 其 一 ,车 取 n 个 
Gauss 点 , 则 当 f(z) 不 超过 2n 一 1 次 多 项 式 时 ,数值 积分 将 给 出 精确 积分 ; 其 二 , 若 求 妈 次 


多 项 式 的 数值 积分 , 则 需 取 [ 包 2] 个 Gauss 点 (向 上 取 整 )。 
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(2) 二 维 Gauss 积分 


| | epasay = i (2-89) 

车 .7 方向 的 积分 点 均 为 n, 则 称 积分 方案 为 nXn, 或 称 采用 nXnGauss 积分 。 实 际 
上 ,在 两 个 不 同 的 坐标 方向 上 可 以 选择 不 同 的 积分 点 数 。 

若 在 两 个 方向 上 ,FE, 刀 分 别 为 不 超过 2n 一 1 次 多 项 式 时 , 式 (2-89) 得 到 精确 解 。 

2. 等 参 元 积分 计算 中 积分 阶 次 的 选择 

应 用 有 限 元 法 分 析 问 题 , 单 元 类 型 选择 了 等 参 元 ,在 计算 中 一 般 要 进行 数值 积分 。 如 何 
选择 积分 阶 次 将 直接 影响 计算 的 精度 和 计算 工作 量 。 

选择 积分 阶 次 的 一 般 原则 有 两 条 : 

(1) 保证 积分 的 精度 

(2) 保证 结构 整体 刚度 矩阵 非 奇异 。 

例 2-20 ”考查 平面 四 节点 等 参 元 单元 刚度 矩阵 精确 积分 的 积分 阶 次 。 


解 单元 刚度 手 阵 为 [4 一 | [B17[DJ[BJ|J ldsdy, 而 [B]= [L][N], 且 平 


面 四 节点 等 参 元 的 形 函数 为 Ni= 寺 C++66)G1 十 717) ,于 是 


a 1 aN _1 i 

Ea a 二 77) ， 3 二 六 (1 二 有 6) 
aN 0 
9 aN; aN; 

aN. GkY _ | 9é 
一 2 ， i 0 = 要 

[B]= [B: B: B B.], [B:] a5 aN, [71] aN, 
aN: aN; ay 57 
ay ox 


若 [ 门 为 常数 矩阵 , 则 应 变 和 矩阵 LB] 中 包含 常数 项 5.7 项 ,于 是 LB]7[D][B]:|J| 中 包 
含 常数 项 \&\ 兴 台大 、 氏 项 ,由 于 被 积 函 数 在 .7 方向 的 最 高 次 数 为 2, 所 以 要 达到 精确 积 


分 ,每 个 方向 的 积分 点 数 为 23] 二 2( 向 上 取 整 ), 即 应 采用 2X2 的 Gauss 积分 。 


若 [ 少 为 非常 数 矩 阵 , 则 被 积 函数 在 .7 方向 的 最 高 次 数 将 超过 2, 要 达到 精确 积分 , 需 
选择 更 多 的 积分 点 。 

需要 说 明 的 是 ,在 很 多 情况 下 ,实际 选取 的 Gauss 积分 点 数 低 于 精确 积分 的 要 求 。 这 
种 Gauss 积分 阶 数 低 于 被 积 函数 精确 积分 所 需 阶 数 的 积分 方法 称 为 减 缩 积分 。 

计算 表明 ,采用 减 缩 积 分 往往 可 以 取得 较 精确 积分 更 好 的 精度 ,这 可 以 理解 为 受 以 下 两 
个 因素 的 影响 。 

(1) 精确 积分 常常 由 被 积 函 数 中 非 完整 项 的 最 高 次 寡 确 定 , 而 决定 有 限 元 精度 的 是 完 
整 多 项 式 的 客 次 ,这 些 非 完整 的 最 高 次 军 项 往往 不 能 提高 精度 ,反而 可 能 带 来 不 好 的 影响 。 

(2) 有 限 元 位 移 法 其 解 具 有 下 限 性 , 即 有 限 元 的 计算 模型 较 实际 结构 刚度 偏 大 ,选用 减 
缩 积 分 将 使 有 限 元 计算 模型 的 刚度 有 所 下 降 , 有 利于 提高 精度 。 

引入 约束 修正 整体 刚度 矩阵 后 ,整体 刚度 矩阵 已 非 奇异 ,如果 单元 刚度 矩阵 采用 精确 积 
分 计算 ,这 一 点 能 保证 ,而 采用 减 缩 积分 后 ,情况 就 不 同 。 
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en > 


可 以 证 明 , 引 入 约束 后 整体 刚度 矩阵 非 奇 异 的 必要 条 件 是 mnsd 宇 N, 其 中 : N 为 系统 
的 自由 度数 , 即 整体 刚度 矩阵 的 阶 次 ; wm 为 单元 总 数 ; ns 为 一 个 单元 的 积分 点 数 ; d 为 独立 

由 此 可 见 ,车 msd<N, 引 入 约束 后 的 整体 刚度 矩阵 必然 奇异 ; 若 mnsd 宇 N, 引 入 约束 
后 的 整体 刚度 矩阵 可 能 非 奇异 。 

例 2-21 考查 图 2-58 所 示 各 离散 化 结构 , 若 采用 图 中 相应 的 积分 方案 时 ,整体 刚度 矩 


阵 的 奇异 性 。 


(a) (b) (9 (d) 
图 2-58 离散 化 结构 及 积分 点 示意 图 


解 图 2-58(a) 中 ,一 1 加 一 1,d 一 3,N 一 5, 因 mxsd 王 3 一 5, 所 以 引入 约束 后 的 整体 
刚度 矩阵 奇异 。 

图 2-58(b) 中 ,mm 二 1,ng 二 4,d 二 3,N 二 13, 因 mned 二 12 达 13, 所 以 引入 约束 后 的 整体 刚 
度 和 矩阵 奇异 。 

图 2-58(c) 中 ,m= 二 2,ns 二 1,d 二 3,N 二 9, 因 mnsd 二 6 三 9, 所 以 引入 约束 后 的 整体 刚度 
矩阵 奇异 。 

图 2-58(d) 中 ,m= 二 2,ng 二 4,d 二 3,N 二 23, 因 mnsd 二 2423, 所 以 引入 约束 后 的 整体 刚 
度 矩 阵 可 能 非 奇异 。 

总 之 ,等 参 元 的 插值 函数 用 标准 化 坐标 给 出 ,等 参 元 的 所 有 计算 都 是 在 标准 化 坐标 中 规 
则 的 母 单元 内 进行 ,相关 运算 大 大 简化 ; 复杂 的 被 积 函数 ,可 以 采用 现 有 的 数值 积分 方法 计 
算 , 从 而 使 工程 问题 的 有 限 元 分 析 纳 入 统一 的 通用 化 程序 。 

但 从 严格 意义 上 讲 , 等 参 元 的 精度 和 效率 不 够 高 ,E. Wilson 提出 了 二 维 协调 元 ,对 改进 
等 参 元 的 计算 精度 和 提高 计算 效率 很 有 意义 。 有 兴趣 的 读者 可 查阅 相关 书籍 。 


习 题 


2-1 标量 函数 定义 为 wy Nip;, 将 gp 改写 成 矩阵 表达 式 。 


2-2 如题 2-2 图 六 节点 三 角形 单元 ,每 个 节点 有 两 个 位 移 分 量 。 试 构造 该 单元 的 位 移 
函数 ,并 分 析 其 收敛 性 。 

2-3 证明 常 应 变 三 角形 单元 发 生 刚体 位 移 时 ,单元 将 不 产生 应 力 。( 提 示 : 赋予 节点 
在 单元 作 平移 和 转动 时 相应 的 节点 位 移 , 证 明 单 元 中 应 力 为 零 .) 

2-4 什么 是 形 函 数 ? 形 函 数 有 哪些 性 质 ? 

2-5 求 题 2-5 图 单元 的 形 函 数 和 矩阵 。 
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有 
3(0, a) 


1(0, 0) 2(a, 0) ™ 
题 2-2 图 题 2-5 图 


2-6 试 计 算 题 2-6 图 (a)、(b) 常 应 变 三 角形 单元 的 等 效 节 点 载荷 向 量 ,已 知 单元 厚度 
为 1。 图 (a) 中 23 边 长 为 1,d 到 3 节点 距离 是 23 边 长 的 1/3,P 二 10N。 图 中 坐标 值 单 位 为 m。 


了 | 中 10.5) 
5kN/m 3(8, 4) 
a 0 2G.0) T 
2kN/m 
(a) (b) 
题 2-6 图 


2-7 题 2-7 图 为 平面 应 力 问题 的 有 限 元 网 格 , 单 元 厚度 1 二 0. 1Imm, 材 料 弹性 模 量 EF= 
2X101Pa, 泊 松 比 ==0.3。 试 推导 单元 2 的 单元 刚度 矩阵 。 图 中 坐标 值 单 位 为 mm。 

2-8 利用 题 2-7 图 的 结果 推导 题 2-8 图 所 示 结 构 的 整体 刚度 矩阵 ,并 求 整体 节点 载荷 
向 量 , 设 o 王 10N/mm。 

2-9 两 端 固 支 的 矩形 深 梁 ,跨度 为 2a , 梁 高 为 a, 厚 度 为 几 ,A<a, 已 知 正夫 0,w 一 0, 承 
受 均 布 压力 g, 按 题 2-9 图 所 示 划 分 单元 ,试用 有 限 元 法 求 A、B 两 点 铅 垂 方向 的 位 移 。 要 求 
利用 对 称 条 件 处 理 结构 。 


题 2-7 图 


2-10 和 拢 形 单元 有 哪些 优 缺 点 ? 

2-11 题 2-11 图 所 示 三 种 情况 ,单元 刚度 矩阵 是 否 相 同 ? 为 什么 ? 
2-12 计算 题 2-12 图 示 单 元 的 等 效 节点 载荷 向 量 ,已 知 单元 厚度 为 1。 
2-13 证 明 六 节点 三 角形 单元 是 等 参 元 。 
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题 2-11 图 


2-14 在 标准 化 坐标 系 下 构造 题 2-14 图 示 三 角形 单元 的 形 函 数 。 
2-15 如 题 2-15 图 ,在 边 长 为 /的 边 12 上 受 有 工 方 向 的 均 布 面 力 , 其 集 度 为 g, 单 元 厚 
度 为 4, 求 单元 的 等 效 节点 载荷 向 量 。 


题 2-12 图 题 2-14 图 


2-16 构造 题 2-16 图 中 九 节点 拉 氏 族 矩 形 单元 的 形 函 数 N; 与 Ne 。 
2-17 建立 题 2-17 图 示 索 氏族 矩形 单元 的 形 函 数 。 
2-18 建立 题 2-18 图 示 过 渡 单 元 的 形 函数 。 


41.D) "| 30.D 4a.) 中 30.0 

5 = 

1 aD) 1 2 1) 
题 2-17 图 题 2-18 图 


2-19 试 确定 由 式 Ne 一 Li:(C9L8 (7 构造 拉 氏 族 和 矩形 单元 形 函 数 时 完整 多 项 式 的 
阶 次 。 

2-20 对 题 2-20 图 示 平 行 四 边 形 单元 , 写 出 等 参 变换 的 具体 
表达 式 , 并 求 变换 的 雅 可 比 行列 式 | 了 | 的 值 。 

2-21 什么 是 等 参 元 ? 等 参 元 在 使 用 过 程 中 应 注意 哪些 问题 ? 
等 参 元 有 什么 优点 ? 

2-22 证 明 等 参 元 是 完备 的 协调 元 。 

2-23 有限 元 法 中 常用 的 数值 积分 方法 有 哪些 ? Gauss 积分 
法 有 什么 优点 ? 

2-24 试 分 析 有 限 元 法 产生 误差 的 原因 。 
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本 章 主要 介绍 空间 问题 的 有 限 元 法 。 本 章 介绍 的 单元 以 常 应变 四 面体 单元 与 六 面体 单 
元 为 主 。 


3.1 空间 问题 的 离散 化 


工程 中 绝 大 部 分 结构 属于 空间 结构 , 当 结构 的 形状 .尺寸 .载荷 及 约束 条 件 不 具备 某 种 
特殊 性 时 ,就 应 按 空间 问题 分 析 。 空 间 问 题 有 限 元 法 的 原理 .思路 和 解 题 方 法 完全 类 同 于 平 
面 问题 的 有 限 元 法 ,所 不 同 的 是 它 具 有 三 维 的 特点 。 空 间 问题 离散 化 模型 仍然 是 由 若干 单 
元 在 节点 处 连接 而 成 的 ,而 且 节 点 仍 为 铵 接 , 但 是 这 些 单 元 具有 块 体形 状 。 常 用 的 单元 形状 
如 图 3-1 所 示 , 每 种 形状 包括 线性 、 二 次 或 更 高 阶 次 的 单元 ,有 形状 规则 的 ,有 形状 不 规则 
的 ,其 中 图 3-1(a) 为 四 面体 单元 ,图 3-1(b) 为 五 面体 单元 ,图 3-1(c) 为 六 面体 单元 。 这 些 
单元 统称 为 实体 单元 。 


图 3-1 空间 问题 单元 类 型 


有 限 元 位 移 法 中 ,实体 单元 的 基本 未 知 量 仍 为 节点 位 移 ,但 是 有 三 个 分 量 wu、v、w。 空 
间 问 题 的 分 析 方法 仍然 是 先进 行 单元 分 析 ,再 进行 整体 分 析 , 最 后 求解 整体 平衡 方程 。 但 必 
须 指出 ,由 平面 问题 转换 为 空间 问题 给 有 限 元 分 析 带 来 了 两 个 主要 困难 : 

(1) 空间 结构 离散 化 不 像 平面 问题 直观 ,人 工 离散 时 很 容易 产生 错误 。 
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(2) 未 知 量 的 数量 剧 增 , 对 于 比较 复杂 的 空间 问题 ,计算 机 的 存储 容量 和 计算 费用 均 会 
产生 问题 。 


为 解决 上 述 两 个 问题 ,前 者 可 通过 寻找 规律 ,从 而 建立 网 格 自动 生成 前 处 理 程序 来 克 
服 , 而 后 者 则 可 采用 高 阶 单元 以 提高 单元 精度 ,达到 减少 未 知 量 和 节省 机 时 的 目的 。 


3.2 四 面体 单元 


3.2.1 位 移 函 数 


图 3-2 所 示 为 四 面体 单元 ,四 个 角 点 为 节点 ,每 个 节点 有 三 
个 位 移 分 量 wv、w, 即 
{6:}= [uw vi wi]” 
于 是 单元 的 节点 位 移 向 量 为 
{6}°=[u W ww ww ww] 


单元 内 任 一 点 的 位 移 由 zz、y、z 三 个 坐标 方向 的 三 个 位 移 分 量 w、 


.ww 确定 ,即位 移 向 量 为 2 
{f= [uv wr 
下 面 由 待定 系数 法 确定 位 移 函数 。 


单元 的 自由 度数 为 12,u、v、w 的 总 项 数 为 12, 所 以 uv、w 各 有 四 项 ,由 于 每 个 位 移 是 
zyvx 的 函数 ,于 是 按照 多 项 式 从 低 阶 到 高 阶 的 原则 ,得 位 移 函 数 的 表达 式 为 


uU=aTazrtaytaz 


也 一 as 十 asz 十 ayy 十 asx 
也 一 as 十 ao 并 十 aaly 十 aazx 
将 节点 1.2.3、4 的 坐标 zx;、yi;、zi 及 相应 的 节点 位 移 值 wi、vi、wi; 代 入 上 式 , 解 联 立 方程 
组 即 可 确定 w ,再 回 代 , 便 得 到 wu、v、w 的 表达 式 。 将 表达 式 整理 成 如 下 形式 : 


w= DN 
记 1 
4 
v= > Nio (3-1) 
i=1 
4 
w= > Niw 


1 二 V1 癌 
1 之 
”| 为 四 面体 的 体积 ,为 了 不 使 V 为 负 值 ,单元 四 个 节点 的 编排 
3 Ys Zs 
1 8 YY 之 4 
应 遵循 右手 螺旋 定 则 , 即 从 最 后 一 个 节点 看 去 ,前 三 个 节点 为 逆 时 针 排列 。a ;6 ;vc isd ;只 
与 节点 坐标 有 关 , 具 体 表达 式 如 下 : 
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Te Ye 22 1 y zz Zo 1 zz za ye 1 
Qa= |z yy za|, b=—|l y zz|, a=—|zx 1 z|, di=—|zxs y 1 
Te YW 24 1 y% 和 2 1 税 zt yy 1 
(3-2) 
其 余 类 推 。 
式 (3-1) 可 写成 如 下 的 矩阵 形式 : 
A= [NTEGY 
Ni 0 0 Ni 0 0 N 0 0 N 0 0 
而 [NM]=| 0 N 0 0 N 0 0 N 0 0 N 0 | 为 形 函 数 矩 阵 。 
0 全 Wi 人 必 0 Ni 0 0 N 0 0 NN, 


由 于 位 移 函 数 是 完整 的 一 次 式 , 故 满足 完备 性 要 求 ; 同样 由 于 位 移 函 数 是 线性 的 ,在 相 
邻 单元 接触 面 上 的 位 移 可 由 该 面 上 节点 的 位 移 值 唯一 确定 ,因此 位 移 函 数 满足 协调 性 要 求 。 
所 以 四 面体 单元 是 完备 的 协调 单元 。 


3.2.2 应变 和 矩阵 \ 应 力矩 阵 
在 空间 问题 中 ,应 变 分 量 有 6 个 ,由 弹性 力学 空间 问题 的 几何 方程 得 
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ou 

a9r 

a 

Er 9y 

ow 

Es BE3 
{95 1y, [Jor ,a0 
六 | ly a 
Ye 9v | 9w 
a ay 
9w | Qu 
9r 9z 


将 式 (3-1) 代 入 上 式 得 


{e}= [BJ]{6}° 
[B] 称 为 应 变 矩 阵 , 若 将 [也 ] 表 示 为 分 块 形式 , 则 [B]=[B， 


表达 式 为 
aN; ] 
jr 0 0 
aN; 
站 
aN,; 
0 0 各 
[一 |aN，aN， 站 本 
ay 并 
0 2N: aNi 
az ay 
aN; aN 


茜 间 人 全 总 写 


B; 


» 


(3-3) 
B，。 Bi]: 且 [Bi;] 的 具体 
i= 1,2,3,4 (3-4) 


六 
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ne ap en > srt ones tant tins 


上 式 表示 应 变 和 矩阵 [B] 中 的 元 素 均 为 常数 ,由 式 (3-3) 知 ,单元 中 的 应 变 也 为 常数 , 故 称 
四 节点 四 面体 单元 为 常 应 变 单元 。 将 式 (3-3) 代 入 弹性 力学 空间 问题 的 物理 方程 得 
{o}= [0: oy, oO: ro Tx Tx]" = [DI[B]{6} = [SJ]{6}° (3-5) 
对 各 向 同性 材料 ,弹性 矩阵 [D] 为 常数 矩阵 ,由 式 (3-5) 知 ,应 力矩 阵 [S] 也 是 常数 和 矩 
阵 ,单元 中 的 应 力也 为 常数 。 
3.2.3 单元 刚度 矩阵 
将 应 变 矩 阵 表 达 式 代入 单元 刚度 矩阵 表达 式 , 得 到 四 面体 单元 的 单元 刚度 矩阵 如 下 : 
[&]】 = | arrDl [Bl]dy = [B]7[D][B]V 
由 此 可 见 ,四 面体 单元 的 单元 刚度 矩阵 为 12X12 的 方 阵 , 其 分 块 形 式 为 


(3-6) 


[ku] [As] [As] [As] 
kz1 k22 kzs kz4 
[kJ = [ka] [kz2] [es] [As] 
[ks ] [As ] [kss ] [ks ] 
1 
3.2.4 体积 坐标 


与 三 角形 单元 的 面积 坐标 一 样 ,体积 坐标 的 引入 将 简化 四 面体 单元 的 分 析 过 程 。 

在 图 3-3 所 示 的 四 面体 单元 内 任 取 一 点 M(x.y,x), 连 接 M1、 

M2、M3 .M4 ,就 把 四 面体 分 成 四 个 小 四 面体 。 设 了 一 Vmai#klzaiy Vi 一 
V, 


六 四 面体 Mast ，V2 一 允 四 面体 Maiy Vs 一双 四面 作 Mi24yV4 一 了 四 面体 M23* 记 上 ;二 去 :一 


三 1, 即 L\Ls\Ls\L， 图 3-3 四 面体 单元 


1,2,3,4, 称 二 为 M 点 的 体积 坐标 。 显然 >)L; 
的 体积 坐标 


中 只 有 三 个 是 独立 的 。 
体积 坐标 与 直角 坐标 之 间 满 足 如 下 关系 : 


4 
立 一 工 ii 

Es a pc dilrl 之 

E az b d. r 4 

sl 1 be dz = Bg 

Ls 6Vlas bs cs ds|ly t 


a 


Es a bh cc dd 


z= Si 


其 中 ascisdi 表达 式 如 式 (3-2) ,由 此 可 见 , 体 积 坐 标 与 直角 坐标 为 线性 关系 。 
求 体积 坐标 在 单元 体 上 的 积分 时 有 


人 alblcld! 
| rrsrtardyd: EE 
求 体积 坐标 在 单元 面 上 的 积分 时 有 
WF 中 alblc! 
由 rrsan -el 


A 
在 标准 化 坐标 系 下 ,采用 与 平面 三 角形 单元 相 类 似 的 方法 可 建立 四 面体 单元 的 形 函 数 
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六 一 Lg 生硬 省 ,入 厂 
3.2.5 单元 等 效 节 点 载荷 向 量 


体力 与 面 力 的 等 效 节 点 载荷 向 量 公式 同 平 面 问题 。 
例 3-1 求 四 面体 单元 自重 的 等 效 节点 载荷 , 设 重量 密度 为 pg 。 


0 
解 | 0 J 
—pg 
0 
[N 0 0] 0 
0 N 0 | mar 
0 0 N 和 
N: 0 0 
A i | .Nsav 
0 0 NN; 六 
{R3 和 = ME 广 六 | 0 6 = 1 
让 0 
人 | Naar 
N © 0 v 
0 N: 0 9 
[oo Ni a 
| .Nav 


可 以 证 明 .Niceswav 二 士 V,i 二 1,2,3,4, 其 中 为 四 面体 体积 .于 是 


0 , L 1 I 1 
{R}$, = esv[° 刍 寺 六 | 
1 1 1 a 

wl[o ,rn | 


即将 自重 W 的 1/4 移 置 到 四 个 节点 = 轴 的 负 方 向 上 。 
例 3-2 如 图 3-4 所 示 , 四 面体 单元 124 面 上 作用 y 方向 线性 分 布 面 力 , 求 该 面 力 的 等 


图 3-4 四 面体 单元 受 分 布 面 力 
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人 Do 
0 
解 124 面 上 ,在 距 1 节 点 为 r 的 BB 点 处 ,{Fr} [hs Li,N;=L;,N;:=0,N,=L, 
0 
[Ni 0 0 0 
0 Ni 0 Lig 
0 0 Ni 0 
N; 0 0 0 
0 _N: , 民品。 
oo 0 Na 加 0 
ey = we [ll | 
0 Ns 0 0 
0 0 Ns 0 
N, 0 0 0 
0 N: 0 LiLig 
L 0 0 和 0 
= 中 ras 0 0 和 mas 00000 和 -mas 由 
Alzg Alzg Alz4 


= 吕 卫 Ww 二 二 -过 风 和 冲 攻 疝 记过 吉 、 
=o[ 6 124 12 124 12 124 ] 


1 4A 人 
5m [0 3 4 和 9] 


3.2.6 高 阶 四 面体 单元 


四 面体 单元 适应 复杂 的 曲面 边界 ,为 了 提高 单元 应 力 精度 ,可 在 四 面体 单元 的 各 楼 边 增 
设 节 点 ,构成 高 阶 四 面体 单元 。 
图 3-5 为 十 节点 四 面体 单元 ,位 移 函 数 表达 式 为 
一 om 十 azz 十 asy 十 az 十 aszy 十 asyz tarzr 十 asz2 十 asy2 十 aioz2 
v=an 二 Tarr 二 asyauziaszy aey arzriasz: avy tao: (3-7) 
Ww = azl 十 QazzsZX 十 Qosy 十 QZ 十 QazsTy 十 Qaze yz 十 azrzz 十 azsZ? 十 azoy 十 aaoz2 
十 节点 四 面体 单元 的 位 移 函 数 为 完整 的 二 次 多 项 式 , 故 称 为 二 次 四 面体 单元 。 式 (3-7) 
中 包含 完整 的 一 次 式 , 因 此 位 移 函 数 满足 完备 性 条 件 。 又 因为 每 个 边界 面 上 有 6 个 节点 ,6 
个 节点 位 移 可 以 完全 确定 面 上 的 二 次 多 项 式 , 因 此 位 移 函 数 满足 位 移 连 续 性 条 件 。 所 以 十 
节点 四 面体 单元 是 完备 的 协调 元 。 
利用 单元 上 节点 的 数值 确定 式 (3-7) 中 的 待定 系数 ,进而 得 到 形 函数 表达 式 的 数学 运 
算 困 难 , 因 此 在 标准 化 坐标 系 下 直接 构造 形 函数 。 
图 3-6 为 十 节点 四 面体 单元 在 标准 化 坐标 系 下 的 像 ,直角 边 长 均 为 1。 
十 节点 四 面体 单元 的 位 移 函 数 为 直角 坐标 的 完整 的 二 次 多 项 式 , 因 直角 坐标 与 体积 坐 
标 为 线性 关系 , 且 形 函数 是 与 位 移 函 数 阶 次 相同 的 多 项 式 , 故 形 函 数 是 体积 坐标 的 二 次 式 。 
类 似 于 平面 问题 中 的 画 线 法 ,可 由 划 面 法 确定 其 形 函 数 为 
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图 3-5 十 节点 四 面体 单元 图 3-6 十 节点 四 面体 单元 


Ni:=L(2L:—1), i= 1,2,3,4 
Ns =4LiL,:, Ns = 4LLs, N; = 4L;sLi 
Ns=4LiL, Ns =4LL, Ny = 4L;sLs 
在 直角 坐标 系 中 ,完整 的 三 次 多 项 式 共 二 十 项 ,四 面体 单元 的 位 移 函 数 若 取 为 完整 的 三 
次 多 项 式 ,也 应 有 二 十 项 ,因此 需要 20 个 节点 。 现 取 为 四 个 角 点 、 六 条 棱 边 的 三 分 点 及 四 个 
表面 的 形 心 ,构成 二 十 节点 的 四 面体 单元 ,或 称 三 次 四 面体 单元 ,其 位 移 函 数 是 三 次 式 , 单 元 
的 应 力 应 变 是 二 次 式 。 同 理 可 在 标准 化 坐标 系 下 直接 构造 三 次 四 面体 单元 形 函 数 。 


3.3 六 面体 单元 


六 面体 单元 与 平面 矩形 单元 类 似 ,也 存在 拉 氏 族 与 索 氏 族 单 元 。 空 间 拉 氏族 单元 在 实 
际 应 用 时 效果 一 般 不 好 ,这 里 只 介绍 索 氏 族 单元 。 常 用 的 索 氏 族 单 元 有 两 种 , 即 八 节点 六 面 
体 单元 和 二 十 节点 六 面体 单元 ,它们 均 是 由 标准 化 坐标 系 中 的 立方 体 单元 通过 等 参 变换 得 
到 的 , 均 为 空间 等 参 元 。 


3.3.1 八 节 点 六 面体 单元 


八 节点 六 面体 单元 如 图 3-7(a) 所 示 ,在 标准 化 坐标 系 中 的 标准 单元 为 八 节点 立方 体 单 
元 ,坐标 原点 为 立方 体 的 形 心 , 棱 长 为 2, 如 图 3-7(b) 所 示 。 


3-7 八 节 点 六 面体 单元 


八 节点 立方 体 单元 的 自由 度数 为 24, 单 元 的 位 移 函 数 为 
u = atattantattaét ta ta aséne 
: 二 ae 十 ao 和 十 any 十 aa 十 as 名 十 aa 玫 十 as 壬 十 aas 印 5 (3-8) 
Ww = a Tals€ 二 Tan 二 alanty 二 a 二 a 十 autnt 
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其 中 ,一 1< 经 1, 一 1 大 1, 一 1<6 和 1。 位移 函数 的 完整 性 为 一 阶 ,二 次 项 三 次 项 均 不 完整 。 
式 (3-8) 也 可 表示 为 如 下 的 形 函 数 的 线性 组 合 形式 : 


8 
u = PD) Ni(é,n, bu: 
记 1 


8 
v= DNi(é,n, Du (3-9) 


i=1 


w= 2 NiC€, 10 Due 
其 中 , 形 函 数 N; 为 


Ni(€,7,0) 二 1 十 66)(1 Hm) (1+ Et), i=1,2,.,8 (3-10) 
其 中 ,8 个 节点 的 各. 人 和 如 表 3-1 所 示 。 
表 3-1 八 节点 立方 体 单元 的 节点 坐标 


i 2 3 4 5 6 


7 8 
三 = 1 1 一 泊 = 1 1 = 
wa | 一 是 1 1 = 入 一 和 1 1 
总 | := = | 1 1 1 1 


同 理 ,可 由 类 似 于 索 氏 族 矩 形 单元 在 标准 化 坐标 系 下 形 函 数 的 构造 方法 直接 构造 索 氏 
族 六 面体 单元 的 形 函 数 , 再 由 形 函 数 直接 写 出 单元 位 移 函 数 的 表达 式 。 


z= DN(é,n, Dz 
i=1 
8 
与 平面 问题 类 似 ,通过 等 参 变换 1y 二 》) N;(&,7,0y; 可 将 图 3-7(b) 中 的 八 节点 立方 
之 二 DPD) NiCé,n, 0 
体 单元 变 为 图 3-7(a) 所 示 的 整体 坐标 系 中 扭曲 的 六 面体 单元 (各 面 为 平面 ) 。 
3.3.2 二 十 节点 六 面体 单元 


二 十 节点 六 面体 单元 如 图 3-8(a) 所 示 , 在 标准 化 坐标 系 中 的 标准 单元 为 二 十 节点 立方 
体 单元 ,坐标 原点 为 立方 体 的 形 心 , 棱 长 为 2, 如 图 3-8(b) 所 示 。 


图 3-8 二 十 节点 六 面体 单元 
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在 标准 化 坐标 系 下 ,二 十 节点 立方 体 单元 的 自由 度数 为 60, 单 元 的 位 移 函 数 为 
妈 一 aa 十 az 和 十 as7 十 as5 十 as 捍 十 os 和 十 o 芋 十 os 包 十 四 疙 十 
ao 佬 十 aa 音 7 十 az 兰 5 十 aas 太 十 aa 太 5 十 os 各 十 
ons 加 了 十 7 印 5 十 aas 站 下 十 aas 太 性 十 aoo 困 印 (3-11) 
v=an 二 二 awt 合 
芭 一 ad 十 … 十 ao 中 名 
其 中 ,uv、w 均 是 完整 到 二 阶 的 四 次 多 项 式 。 式 (3-11) 也 可 写成 如 下 形 函 数 的 线性 组 合 
形式 : 


20 
u = >)Ni(E bu 
i=1 
20 
v= DP) Ni(é,n, Du (Eby) 
i=l 


20 
w= PN;(é,n, Dw, 
到 1 


Ni #0 FEE CF I) + (EEF mgt Ct —2), i=1,2,,8 
Ni = —8)0+ m+, i= 9,11,13,15 
(3-13) 
Ni = 一 + + d= 0 25 L436 
Ni = 了 Ga — CHE + m7), i=17,18,19,20 
其 中 ,各 节点 的 ,为 ,& 如 表 3-2 所 示 。 
表 3-2 二 十 节点 立方 体 单元 的 节点 坐标 
各 1 2 3 4 5 6 多 8 9 10 
各 二 和 1 1 一 1 = 1 1 lh 0 1 
n 一 1 一 1 1 1 一 1 —1 1 1 一 1 0 
[9 1 1 1 1 1 1 i 1 | — 
i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
& 0 + 0 i 0 一 和 = 1 1 mn 
1 0 一 1 0 1 0 一 1 一 1 1 1 
& i i 1 1 1 1 0 0 0 0 
20 
z= PN, bz 
i=1 
20 
与 平面 问题 类 似 ,通过 等 参 变换 1y 二 》) N;(&,7,0y; 可 将 图 3-8(b) 中 的 二 十 节点 立 
于 1 


20 


之 二 Ni(€,7,5)z; 
1 
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方 体 单元 变 为 图 3-8(a) 所 示 的 整体 坐标 系 中 的 曲面 六 面体 单元 。 
3.3.3 单元 刚度 矩阵 
类 似 平面 问题 中 的 矩形 单元 ,六 面体 单元 的 单元 刚度 矩阵 为 
[= | [BlrIDILBlay=| | By rpItBI| 7 ldsan C3-14) 
其 中 | 7 | 为 直角 坐标 与 标准 化 坐标 之 间 变 换 的 雅 可 比 行列 式 , 其 表达 式 为 


gr dy gz 
AE 36 后 
or gy qz 
细 24 樟 
or dy qz 

用 Gauss 积分 计算 单元 刚度 矩阵 时 ,与 平面 问题 类 似 ,需要 确定 积分 方案 。 以 二 十 池 
点 六 面体 等 参 元 为 例 ,由 式 (3-13) 形 函数 的 表达 式 知 , 若 |7 | 为 常数 ,应 变 矩 阵 LB] 中 .9 
的 最 高 次 宕 为 2, 则 积分 点 数 为 [全 ] = 3( 向 上 取 整 ) 故 应 采用 3X3X3 的 积分 方案 。 若 


1 | 非常 数 , 则 应 采用 高 于 3X3X3 的 积分 方案 。 
3.3.4 单元 等 效 节点 载荷 
体力 引起 的 等 效 节点 载荷 为 
{RI = |], NT ryav = | TNTemy lla 3-160) 
车 体 力 为 常量 ,对 于 二 十 节点 六 面体 等 参 元 , 形 函数 中 .7 的 最 高 次 宕 为 2, 若 |J | 为 党 
数 , 则 积分 点 数 为 2] = 2( 向 上 取 整 ), 故 应 采用 2X2X2 的 积分 方案 。 车 | | 非常 数 , 则 


应 采用 高 于 2X2X2 的 积分 方案 。 
若 在 单元 某 边 界面 上 受 分 布 面 力作 用 ,单元 的 等 效 节点 载荷 为 


{R}E, =|| NJ {FrydA C97 
A 


|7|= (3-15) 


下 面 讨 论 微 元 面积 dA。 
类 似 于 平面 问题 ,dre 为 & 坐标 线 上 的 微小 增 量 ,dr, 为 7 坐标 线 上 的 微小 增 量 ,dr 为 5 
坐标 线 上 的 微小 增 量 。 于 是 


Dr 9 gz 
dr = Fedsi 十 喜 d5 + Fedék 


= 9zgni 99dnji 十 az 
dn 一 Ei 在 Faasd 二 (3-18) 
ar ay az 
dr 一 雹 旺 十 完 457 十 写 4 引 


以 实际 单元 8= 土 1 边界 面 为 例 ,该 面 上 微 面积 dA 为 


Wy gayaz 9y a9z) gz gr 9z9ar) argvy 9zrayY 
dA= |dr, X dr:| [ee | 和 a anat ata ]aas 


= Aedrdt (3-19) 
其 中 As 为 两 种 坐标 之 间 微 面积 的 放大 系数 ,其 他 面 上 的 dA 可 类 似 得 到 。 
将 式 (3-19) 代 入 式 (3-17) ,得 $6 一 土 1 面 上 作用 面 力 时 的 单元 等 效 节点 载荷 为 
ER = | INIT {Fr}Aedrdt (3-20) 
特别 地 , 当 分 布 面 力 为 压力 时 , 式 (3-20) 中 被 积 函 数 表达 式 可 得 到 简化 。 
一 土 1 边界 面 的 外 法 线 方向 与 dr, X dr; 方向 相同 ,因此 该 面 的 外 法 线 方向 的 方向 余 
纺 为 


:= 于 (人 闭 - 竞 到 
AR\a795 9597 

1 (人 az gz 至 ] 
a 
Ac\l9n a ot on 

元 二 天 ( 宕 完 - 党 冤 】 
Ac\9n 9c 3597 


而 f= 土 1 边界 面 上 受 法 向 压力 作用 时 , 面 力 向 量 可 表示 为 


有 
{Fr} 一 eo 四 
n 


dydz dgvgz gzgor dz9r grogovy ozrgvx 


和 全 
{R}F = | [NJ "a,8) 国 a Aan dnat atan na ot an ] dydt 
(3-21) 


将 上 式 代 入 式 (3-20) ,得 


车 gq(wy, 外 线性 分 布 , 则 很 易 确定 式 (3-21) 中 Gauss 积分 的 积分 方案 。 


3.4 五 面体 单元 


五 面体 单元 也 就 是 攀 形 单元 ,此 规则 形状 为 三 棱柱 。 六 节点 五 面体 单元 如 图 3-9(a) 所 
示 , 它 在 标准 化 坐标 系 下 的 像 如 图 3-9(b) 所 示 , 其 中 工 i 、L, 为 面积 坐标 ,直角 边 长 均 为 1, 各 
节点 坐标 5 三 士 1。 可 在 标准 化 坐标 系 下 直接 建立 六 节点 五 面体 单元 的 形 函 数 。 

类 似 于 平面 问题 中 的 画 线 法 ,可 由 划 面 法 确定 其 形 函 数 为 

广 二 去 L,Q 一 9， 二 

另外 ,五 面体 单元 还 有 七 节点 .十 五 节点 等 类 型 。 七 节点 的 五 面体 单元 内 部 有 1 个 节 
点 ,十 五 节点 的 五 面体 单元 每 条 边 上 有 3 个 节点 。 

五 面体 单元 一 般 作为 六 面体 单元 的 主要 填充 单元 ,解决 边界 形状 不 规则 空间 物体 的 网 
格 划 分 。 如 图 3-10 所 示 空 间 问题 的 有 限 元 网 格 中 使 用 了 六 面体 单元 与 五 面体 单元 ,在 对 坝 
体 、 工 字 梁 等 分 析 时 常常 联合 使 用 六 面体 单元 与 五 面体 单元 。 
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(a (b) 
图 3-9 六 节点 五 面体 单元 图 3-10 六 节点 五 面体 单元 


3.5 实体 单元 比较 与 选择 


实体 单元 中 ,四 面体 单元 能 适应 复杂 的 几何 外 形 , 但 由 于 单元 内 部 应 力 、 应 变 为 常数 , 必 
须 采 用 大 量 密集 的 单元 才能 取得 较 好 的 应 力 结果 ,否则 ,计算 精度 很 差 。 

五 面体 单元 可 较 好 逼近 带 尖 角 的 复杂 实体 ,但 由 于 其 具有 线性 特征 ,导致 计算 误差 
较 大 。 

六 面体 单元 精度 有 所 提高 ,但 由 于 形状 规则 , 较 难 适应 工程 结构 的 复杂 外 形 。 在 工程 问 
题 中 可 以 混合 使 用 实体 单元 。 

一 般 来 说 ,如 果 所 分 析 的 结构 比较 简单 ,可 以 很 方便 地 划分 为 六 面体 单元 ,应 该 选用 六 面 
体 单 元 ; 如 果 所 分 析 的 结构 比较 复杂 ,难以 划分 成 六 面体 单元 ,应 选用 高 阶 的 四 面体 单元 。 

图 3-11 所 示 为 同一 空间 结构 的 有 限 元 网 格 , 图 3-11(a) 采 用 了 四 节点 四 面体 单元 ， 
图 3-11(b) 采 用 了 十 节点 四 面体 单元 。 由 此 可 见 , 若 结构 有 曲面 边界 ,应 该 使 用 高 阶 单元 。 
四 节点 四 面体 单元 不 但 计算 精度 较 差 , 模 拟 曲 面 边界 的 效果 也 差 。 


(a) (b) 
3-11 高 阶 四 面体 单元 与 低 阶 四 面体 单元 划分 曲面 结构 网 格 比较 


习 题 


3-1 在 对 实际 问题 建立 有 限 元 分 析 模 型 时 ,什么 情况 下 必须 按 空间 问题 处 理 ? 

3-2 ”如题 3-2 图 所 示 四 面体 单元 , 求 单元 在 自重 作用 下 的 等 效 节 点 载荷 。 设 每 棱 边 长 
度 均 为 ,质量 密度 为 p。 

3-3 对 题 3-2 图 所 示 四 面体 单元 , 若 底面 作用 载荷 集 度 为 4 的 均匀 压力 ( 设 方向 与 > 
轴 平 行 ), 求 该 面 力 的 等 效 节点 载荷 。 
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3-4 对 题 3-4 图 所 示 四 面体 单元 , 设 单元 123 面 上 作用 沿 x 轴 方 向 的 线性 分 布 载 荷 ， 
沿 1.2、3 节点 的 面 力 集 度 依次 为 wm ,gs ,qs , 求 该 面 力 的 等 效 节点 载荷 。 


题 3-2 图 题 3-4 图 


3-5 证 明 任 意 平行 六 面体 空间 等 参 元 的 雅 可 比 和 矩阵 为 常数 矩阵 。 

3-6 ”有 两 个 相似 的 空间 六 面体 等 参 元 ,楼 长 之 比 为 a, 试 分 析 两 个 单元 的 单元 刚度 矩 
阵 之 间 的 关系 。 

3-7 试 求 题 3-7 图 所 示 十 六 节点 六 面体 单元 的 形 函数 N* Nio Ni 。 

3-8 题 3-8 图 所 示 空 间 八 节点 等 参 元 ,x、y、xz 方向 楼 长 分 别 为 a.b、c, 在 y=b 面 上 受 
y 方向 线性 分 布 力 作用 ,底面 (23 边 ) 面 力 集 度 为 0, 上 边 (67 边 ) 面 力 集 度 为 g, 求 面 力 的 等 
效 节点 载荷 。 
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空间 轴 对 称 问题 的 有 限 元 法 


本 章 主要 介绍 空间 轴 对 称 问题 的 有 限 元 法 。 本 章 介 绍 的 单元 以 三 角形 环 单元 为 主 。 


4.1 空间 轴 对 称 问 题 概述 


工程 实际 中 常会 遇 到 一 些 实际 结构 ,它们 的 几何 形状 ,约束 以 及 所 受 载荷 都 对 称 于 某 一 
固定 轴 ,这 种 情况 下 ,结构 所 产生 的 位 移 、 应 变 和 应 力也 关于 该 轴 对 称 ,该 轴 称 为 对 称 轴 , 这 
类 问题 称 为 轴 对 称 问题 。 

轴 对 称 问题 在 工程 实际 与 日 常生 活 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ,如 锅炉 \ 水 缸 、 烟 内 、 球 壳 、 回 
转 圆 盘 、 发 动机 缸 体 等 轴 对 称 体 ,所 受 载荷 与 约束 也 对 称 于 同一 轴 时 即 为 轴 对 称 问题 。 无 限 
大 、 半 无 限 大 的 弹性 体 受 一 集中 载荷 作用 时 ,也 可 作为 轴 对 称 问题 来 处 理 。 

若 按 空间 问题 对 轴 对 称 问题 进行 分 析 , 存 在 未 知 量 庞大 的 问题 ,利用 轴 对 称 特点 ,可 将 
此 进一步 简化 。 若 对 称 面 内 两 个 方向 的 几何 尺寸 属于 同一 数量 级 , 则 可 简化 为 二 维 问题 求 
解 ; 若 对 称 面 内 一 个 方向 的 尺寸 远 小 于 另 一 方向 的 几何 尺寸 , 则 
可 简化 为 一 维 问题 求解 。 对 应 地 ,前 者 称 为 空间 轴 对 称 问题 ,后 者 
称 为 轴 对 称 壳 体 问题 。 本 章 介绍 空间 轴 对 称 问题 , 轴 对 称 壳 体 问 
题 将 在 第 6 章 介绍 。 

在 空间 轴 对 称 问题 中 ,通常 采用 圆柱 坐标 系 .0、z 描述 .对称 
轴 为 = 轴 , 径 向 为 轴 , 环 向 为 0 轴 , 如 图 4-1 所 示 。 由 对 称 性 可 
知 ,物体 上 任 一 点 的 位 移 \ 应 力 、 应 变 都 与 9 无 关 . 只 是 + 和 x 的 函 
数 。 任 一 点 的 位 移 只 有 方向 的 径 向 位 移 w 和 x 方向 的 轴 向 位 移 
ww, 而 0 方向 的 位 移 为 零 。 因 此 可 以 只 研究 ~\= 平面 上 的 截面 部 。 加 4.1 轴 对 称 结构 
分 ,这 时 分 析 问题 与 平面 问题 类 似 。 


4.1.1 空间 轴 对 称 问题 的 几何 方程 与 物理 方程 


由 于 对 称 性 ,通过 对 称 轴 的 任 一 平 截面 (子午 面 ) 内 任 一 点 的 径 向 位 移 x 和 轴 向 位 移 ww 
完全 确定 了 物体 的 应 变 状态 ,因此 也 确定 了 应 力 状 态 。 由 位 移 分 量 w 和 w 可 以 确定 的 轴 向 
应 变 e.、 径 向 应 变 6,、 前 应变 和 =- 依次 为 
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Ne > Mepis nib 
三 8 
Sr 
= 地 
ST ge 
gr ,qu 
Ys = a7 不 区 


此 外 , 径 向 位 移 wx 将 产生 环 向 应 变 se。 半 径 为 -的 圆 环 ,经 径 向 位 移 x 后 ,半径 变 为 > 十 
z, 则 环 向 应 变 se 为 
_ 2r(r 十 zx) 一 2rr a 
二 和 = 一 
2rr r 


. Qu_uw_o 
=0, 


7r90 r 


因 没 有 0 方向 的 位 移 ( 即 二 0),u 和 也 又 均 与 0 无 关 ,由 弹性 力学 知 ,yo 一 二 


7 一 吻 3 一 0。 于 是 ,空间 轴 对 称 问题 中 有 4 个 应 变 分 量 s 、eo 、e: 、y 与 对 应 的 4 个 应 力 


分 量 6 oy vo \tn。 
空间 轴 对 称 问题 的 几何 方程 为 
du 国 dw aa ,am 
= az’ 疾 , 区 十 可 
写成 矩阵 形式 为 
9 
元 0 
Er 
也 放 
Eo La u 
= 全 (4-1) 
四 "2 
7 BE3 
时 各 
gx 9r 
简 记 为 
{ey= AIA 
空间 轴 对 称 问 题 的 物理 方程 写成 矩阵 形式 为 
二 0 
1 一色 l= 
Or € 
一 及 1 0 
ml_ ECG 一 好 1 一 4 LB & (4-0 
of (二 Am 一 200 和 ee 
i 二 二 
1— 2 
a a 3 = 
简 记 为 
{o}= [D]t{e} 


其 中 [D] 为 轴 对 称 问题 的 弹性 矩阵 , 它 是 对 称 阵 , 具 体 表达 式 为 
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l= 磷 £ 0 
gE lg ¥ 0 
0 1 一 0 
(十 /DG 一 2 4 £ 
1 一 3 
0 0 0 


4.1.2 空间 轴 对 称 问题 的 离散 化 


对 轴 对 称 问题 进行 有 限 元 分 析 时 ,只 需 取 出 任 一 对 称 面 进行 网 格 划分 和 分 析 。 下 面 以 
三 角形 环 单元 为 例 说 明 , 其 原理 适用 于 矩形 环 单元 与 其 他 平面 等 参 元 。 在 图 4-2 中 , 先 将 过 
z 轴 的 一 对 称 面 离 散 为 若干 个 三 角形 单元 ,再 绕 > 轴 旋转 一 周 ,图 中 的 物体 就 被 离散 为 若干 
个 三 角形 环 单元 。 各 单元 之 间 用 圆 环 形 的 铵 链 连 接 ,单元 的 体积 就 是 图 中 圆 环 体 的 体积 ,所 
有 的 积分 必须 在 这 一 体积 进行 。 


图 4-2 空间 轴 对 称 问 题 的 离散 化 


4.2 单元 位 移 函 数 


对 图 4-3 所 示 的 三 角形 环 单元 ,每 个 节点 有 两 个 位 移 分 量 , 即 zh 


oo 小 f=, 下 
TU; 
节点 位 移 向 量 为 | 
{6} 
{6}° 一 ba [i ww we we us wa] 2 四 
{0:} 图 4-3 三 角形 环 单元 


与 之 对 应 ,每 个 节点 有 两 个 节点 力 分 量 , 单 元 节点 力 向 量 为 
{F} == [Fn Fa Fe Fz Fs Fa]™ 
与 平面 三 角形 单元 一 样 , 取 位 移 函 数 为 
u 一 aa 十 azr 十 asz 一 卫 
加 (4-3) 
也 一 ao 十 asr 十 asz 一 > Nw 
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或 者 
ul 
wl 
. u Ni 0 N 0 N 0 lu 
m= C=|, N 0 N 0 | wa A 
Us 
‘Us 
其 中 
N= tt 
Ql ==razs—rzs»s hh =z—z, a (rs —rs), 
1 ri 到 
2A=|] r: zz 
1 rs zs 


上 面 公式 的 形式 与 第 2 章 完全 相同 ,只 不 过 将 zx、y 分 别 换 成 了 r、z。 


4.3 ”应 变 和 矩阵 ,应力 和 矩阵 和 单元 刚度 矩阵 


4.3.1 应 变 矩 阵 
将 式 (4-3) 代 入 几何 方程 式 (4-1) ,得 到 
au aNi DN: aNs 
ar Ar 0 ar ar 0 本 
6 u 于 站 一.0 适 uw 下 
Eo 六 本 而 r Us 
{e}= = 一 
ee gw aNi aN;, aN; | |w; 
一 0 0 0 
BE3 9z oz gz 
Yr Us 
gw | qu aN 3N 9N: 9N: 3Na aNa | 
Dr 9z BE3 oar ax ar BE3 ar 
ul 


去 ， = [Bl 


.Qi+br+tew 
fe 


与 平面 三 角形 单元 相 比 ,[B] 中 多 了 一 行 与 ss 对 应 的 元 素 , 这 些 元 素 是 r、x 的 函数 , 因 
而 ,单元 中 的 应 变 不 再 是 常数 。 确 切 地 说 ,单元 中 的 s 、e:、Ys 是 常数 ,eo 是 变量 。[B] 的 项 


中 包含 了 二 , 它 给 计算 带 来 麻烦 。 为 了 简化 计算 ,将 每 一 个 单元 中 的 ~ 和 = 近似 看 作 常 数 , 即 


,i 二 1,2,3。 
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7 广 一 re = 也 cn 十 区 二 73) 


二 克 后 本 (= +zz 二 zs) 
其 中 ,x。、z。 是 单元 形 心 的 坐标 。 于 是 ,单元 被 近似 看 作 常 应 变 单元 , 即 用 形 心 处 的 应 变 近似 
代表 单元 的 应 变 。 这 时 ,[B] 中 的 /; 等 于 f ;, 即 


此 三 记 下 二 ee ， a 
将 这 样 近似 处 理 后 的 [B] 记 作 [B]。 
4.3.2 应 力矩 阵 


应 力 为 
{0}= [D][B]48 = [S] {6} 
[B] 用 [二 近似 代替 后 ,应 力矩 阵 [S] 相 应 变 为 [5]。 这 样 , 相 当 于 用 单元 形 心 处 的 应 力 
近似 代 蔡 整个 单元 的 应 力 ,单元 近似 为 常 应 力 单元 。 


4.3.3 单元 刚度 矩阵 
单元 刚度 矩阵 的 一 般 公式 为 
[#]°= | arrrDl [B]dv = | arrpl [了 3]-drdbdx = [ead tyr rp] [BJ]rdrdz 


一 2x| [B]7[D][IB]rdrdz = 由 arrpl [Bl]2rrdrdz 


矩阵 [B] 的 元 素 与 +、z 有 关 , 计 算 这 一 积分 可 用 两 种 方法 : 第 一 种 是 数值 积分 ; 第 二 种 
是 先 做 矩阵 乘法 ,然后 逐 项 进行 显 式 积分 。 
最 简单 的 近似 办 法 是 用 [B] 代 蔡 [B].r 代替 ,这 时 ,单元 刚度 矩阵 可 以 写成 如 下 简单 
形式 : 
= BID = [BI ISISA 
与 平面 三 角形 单元 的 单元 刚度 矩阵 计算 公式 比较 知 ,相当 于 用 2xr 代替 了 1。 


4.4 单元 等 效 节点 载荷 


对 于 轴 对 称 问题 ,集中 力 为 作用 在 节点 所 在 圆周 上 的 轴 对 称 线 载 荷 , 面 力 为 轴 对 称 的 分 
布 载荷 。 所 有 的 节点 载荷 都 应 理解 为 分 布 在 节点 所 在 圆周 上 的 轴 对 称 线 载荷 。 比 如 , 若 在 
节点 i 的 圆周 (半径 为 x;) 的 单位 长 度 上 作用 径 向 外 载荷 Fr , 则 在 节点 i 作用 的 节点 载荷 为 
2rriFRg。 三 角形 环 单元 的 等 效 节点 载荷 向 量 为 

RF= [Fa Fa Fs Ps Fs Bal 

下 面 推导 几 种 常见 载荷 的 等 效 节点 载荷 。 

1 自重 

设 单 元 的 质量 均匀 分 布 , 质 量 密度 为 p, 则 体力 向 量 为 


人 


于 是 等 效 节点 载荷 向 量 为 


{RF¥= | NTtPaar 一 | ,LNIT EF}rdrdods = 2x|| [N] {Fs }rdrdz 


N: 0 N: 0 N 0 
=z ? . | 和 Vee 
“LO NE 0 N 0 NJ(l—pe 
=— 2xpg|| ro N 0 N 0 Na ]Trdrdz 
a 
和 平面 问题 一 样 ,利用 面积 坐标 7 二 ni 十 rzL; 十 rsL;,NN; 二 L;, 则 


Niraras =|inn 十 rzLs 十 rsLs)drdz 
a a 


利用 积分 公式 
和 alblec! 
Neintrsare, ~ 
则 
[va 3 [an 二 reLiLs 二 rsLiLs)drdz 
a a 
210101 | lhlo! llol! 
1 Fo 
ntr 和 舍 +m= 各 告 (2r t+ rs 二 rs) 
同 理 
= 
[Nsraras — 2 二 27 十 后 ) 
a 
本 
[Nsraras = 2 十 7z 十 2rs) 
a 
于 是 


{RS, =— EA 2n tntn 0 nt2rntn 0 ntnt2rn]r 
如 果 单元 离 对 称 轴 较 远 ,或 者 单元 很 小 ,可 用 x 代替 六 .rs .rs ,得 到 
{R}E, = 一 将 [0 A 
其 中 ,W=2xr.Apg 为 三 角形 环 单元 的 自重 。 相 当 于 把 自重 的 1/3 移 置 到 每 个 节点 的 = 轴 
负 向 。 
2. 旋转 机 械 的 离心 力 (惯性 力 ) 
设 质量 密度 为 p 的 旋转 机 械 绕 对 称 轴 以 角速度 w 匀速 转动 , 则 单位 体积 的 离心 力 为 
四 Fu 加 ro 
世上 | 
由 离心 力 引起 的 等 效 节点 载荷 为 


人 用 一 | INCPuay = 2moo 由 rw 0 Nz 0 N 0]'™ridrdz 
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[Naras = kh (riLitrzLz+trsLs)2drdz 
a a 


一 全 (3 十 开 十 替 十 2rmir 十 mrs 十 2rirs) 


一 全 Co a 一 她 太 】 
同 理 
[Nard 二 使 (972 二 2 一 rn) 
2 
[INsrara: 一 全 (9 十 2 可 一 mm) 
于 是 


2 
{RI 一 2 2 [972+2ri—rrs 0 9 下 十 2 到 一 rm 0 9ri+2ri—rnr: 0]7 


如 果 近 似 认为 i 二 rs 二 rs 二 7。, 则 


{R}h, = 2nreApreo [tl 0 1 0 1 0]=$Mew[tl 0 1 0 1 0]? 
式 中 ,M 王 2rreAp 为 三 角形 环 单元 的 质量 。 
3. 面 力 


如 图 4-4 所 示 , 设 单元 边界 12 受到 轴 对 称 的 三 角形 分 布 载 
重 


荷 ,12 边 长 为 1, 则 距 2 节点 处 ,Fr 一 q 一 7 91 =Ligi, Fr: = 
0, 面 力 向 量 为 


FT Li9gi 
一 l=! 0 | 
于 是 等 效 节点 载荷 向 量 为 
RS= [INJT (Rr)dA = | [NJ {Fr yds 
a 


图 4-4 单元 受 分 布 面 力作 用 


-J & WW WW 二 
人 


2rrds 
0 N: 0 N 0 Ns 0 


=| cv 0 Ne 0 N 0]'Liq2xrds 


= is 0 L: 0 Ls: 0]'Liqgi2xrds 
4 
在 12 边 上 ,Ls=0; 而 r=niLi 十 rsLs 十 raLs 二 nL 十 raLz, 代 和 人 上 式 得 
RS = 2xg: | [Lf 0 LiL 0 0 0]'CriLitrLs)ds 
禾 


=2xg| [nLitrLiL: 0 nLiLst+rLLi} 0 0 0]'ds 
上 


alb! 


区 二 8 相让 


| 万 
i 
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得 
Ll 


, L 1 T 
{R}S. 2rg [六 4 13 0n 12 t+" 13 0 0 9] 


= Fal[3n 十 天 0 nitre 0 0 0]? 


当 记 二 rs ,或 者 当 单 元 离 = 轴 较 远 时 ,可 认为 二 rs ,这 时 
{Ry = wngl[ 子 0 于 0 0 ol 
即将 长 度 1 上 绕 圆 环 一 周 面 力 xrigqil 的 2/3 移 置 到 节点 1 的 7 正 向 ,1/3 移 置 到 节点 2 的 > 


正 向 。 
习 是 


4-1 在 对 实际 问题 建立 有 限 元 分 析 模 型 时 ,什么 情况 下 可 按 空间 轴 对 称 问题 处 理 ? 

4-2 空间 轴 对 称 问题 的 三 角形 环 单元 与 平面 问题 的 三 角形 单元 有 何 异 同 ? 

4-3 求 题 4-3 图 所 示 轴 对 称 单元 载荷 集 度 为 g 的 均 布 
压力 的 等 效 节点 载荷 。 

4-4 设 轴 对 称 体 绕 x 轴 以 角速度 w 匀速 转动 ,质量 密 
度 为 p, 求 题 4-3 图 所 示 轴 对 称 单元 的 等 效 节点 载荷 。 

4-5 如 题 4-5 图 两 个 轴 对 称 三 角形 环 单元 ,其 形状 ,大 o 
小 、 方 位 均 相 同 , 但 位 置 不 同 , 设 材料 的 弹性 模 量 为 E, 泊 松 0 
比 w 一 0.3, 问 两 个 单元 的 单元 刚度 矩阵 是 否 相同 ? 并 计算 题 4-3 图 
单元 四 的 单元 刚度 矩阵 。 
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杆 系 结构 的 有 限 元 法 


本 章 主要 介绍 杆 系 结构 的 有 限 元 法 。 本 章 介 绍 的 杆 系 结构 主要 包括 等 截面 直 杆 (包括 
杆 \、 梁 、 轴 ) 及 等 截面 直 杆 体系 结构 (包括 桩 架 结构 、 刚 架 结 构 )。 


5.1 杆 系 结构 有 限 元 法 概述 


在 工程 结构 中 ,如 果 构 件 一 个 方向 的 几何 尺寸 远大 于 其 余 两 个 方向 的 几何 尺寸 ,这 种 构 
件 可 以 简化 为 一 维 杆 件 。 根 据 受 力 状态 的 不 同 ,一 维 杆 件 又 分 为 粱 和 杆 两 种 。 如 果 一 维 杆 
件 受 到 任意 力 系 的 作用 , 即 既 受 轴线 方向 的 拉力 或 压力 ,又 受 垂直 于 轴线 的 剪 力 ,还 受 弯 矩 
作用 , 则 这 种 杆 件 称 为 梁 , 采 用 梁 单 元 分 析 ; 如 果 一 维 杆 件 只 作用 轴 力 , 则 这 种 杆 件 称 为 拉 
压 杆 ; 如 果 一 维 杆 件 只 作用 扭矩 , 则 这 种 杆 件 称 为 轴 。 轴 的 扭转 变形 用 扭转 角 表 示 , 圆 轴 扭 
转变 形 的 角 位 移 与 拉 压 变形 的 线 位移 研 究 方法 完全 相同 , 故 在 有 限 元 法 中 ,将 只 承受 轴 力 的 
拉 压 杆 或 只 承受 扭矩 的 轴 均 称 为 杆 , 用 杆 单元 分 析 。 结 构 工 程 中 , 刚 架 一 般 采 用 梁 单元 分 
析 , 枯 架 一 般 采 用 杆 单元 分 析 。 

实际 中 ,任何 一 个 问题 都 是 三 维 问题 ,而 且 有 限 元 法 用 于 三 维 连续 弹性 体 的 静 力 分 析 ， 
已 经 相当 成 熟 。 原 则 上 讲 , 也 可 利用 三 维 实体 单元 分 析 杆 件 ,并 可 以 避免 结构 力学 的 简化 ， 
但 是 这 样 做 在 实际 分 析 中 也 遇 到 了 困难 。 这 是 由 于 在 用 实体 单元 对 结构 进行 离散 化 时 ,如 
果 网 格 适应 结构 的 几何 特点 , 即 单元 的 两 个 方向 比 第 三 方向 小 得 多 ,这 将 使 单元 不 同方 向 的 
刚度 系数 相差 过 大 ,从 而 导致 有 限 元 方程 组 的 病态 或 奇异 ,最 后 将 丧失 精度 或 求解 失败 。 反 
之 ,为 避免 上 述 问题 ,保持 单元 在 各 个 方向 尺寸 相近 ,将 导致 单元 总 数 庞大 ,而 使 实际 分 析 无 
法 进行 。 杆 、 梁 单元 的 引入 ,为 解决 上 述 问题 提供 了 可 能 途径 。 

本 章 讨论 杆 单元 、 梁 单元 和 由 它们 组 成 的 平面 和 空间 杆 系 结构 。 杆 系 结构 有 限 元 法 分 
析 , 同 平面 问题 ,空间 问题 的 有 限 元 分 析 过 程 一 样 ,也 分 为 离散 化 、 单 元 分 析 、 整 体 分析 , 但 杆 
系 结构 的 离散 化 一 般 根据 结构 本 身 特点 ,进行 自然 分 割 。 对 于 等 截面 直 杆 体系 结构 ,因为 其 
本 身 就 是 在 节点 相互 连接 的 杆 件 集合 体 , 因 此 一 般 取 杆 件 的 交汇 处 、 截 面 的 变化 处 、 支 撑 处 、 
载荷 突变 处 作为 节点 。 对 于 曲 杆 、 连 续 变 截 面 的 结构 ,如 果 仍 用 等 截面 直 杆 单元 分 析 , 则 首 
先 应 进行 “以 直 代 曲 、 以 阶梯 状 变 截 面 代替 连续 变 截面 "的 处 理 , 然 后 再 确定 节点 ,如 图 5-1 
所 示 。 由 此 可 见 , 在 单元 划分 方面 , 杆 系 结构 要 比 平面 问题 ,空间 问题 简单 。 


第 5 章 ” 杆 系 结构 的 有 限 元 法 


(a) (b) 


图 5-1 曲 杆 结构 .连续 变 截 面 结构 的 处 理 方法 
(a) 等 截面 曲 杆 结构 以 等 截面 折 杆 结构 代替 ; (b) 连续 变 截面 结构 以 阶梯 状 等 截面 折 杆 结构 代替 


5.2 一 维 等 直 杆 单元 


5.2.1 拉 压 杆 单元 


1. 拉 压 杆 基本 公式 
材料 力学 中 , 杆 轴 向 位 移 、 轴 向 应 变 e、 轴 向 应 力 a 之 间 的 关系 为 


一 dx 
村 (6-1) 
o=F 好 = 名 


式 (5-2) 又 称 为 胡 克 定律 。 

2. 单元 位 移 函 数 

如 图 5-2 所 示 等 直 杆 单元 , 横 截面 面积 为 A, 长 度 为 1, 弹 性 模 量 为 EE, 轴 向 分 布 载荷 为 
p(z) ,单元 只 有 两 个 节点 i\j ,每 个 节点 的 位 移 只 有 轴 向 位 移 w， 5 
因此 ,单元 节点 位 移 向 量 为 


1 了 了 
6 化] (5-3) ”图 5-2 拉 压 直 杆 单元 
uj 
节点 力也 只 有 轴 力 ,单元 节点 力 向 量 为 


BY = (5-4) 
一 人] 5- 


由 上 分 析 可 知 , 杆 单元 的 单元 自由 度数 为 2, 因 此 单元 的 位 移 函 数 可 取 为 
& 一 al 十 az 并 (5-5) 
设 单元 ;节点 的 坐标 为 zi 节点 的 坐标 为 zj, 当 Zz 二 zi 时 ,一 ii 当 z=z) 时 ,u 二 凡 
由 此 可 确定 系数 m .oz ,再 将 其 代入 式 (5-5) ,得 


w = Wi 一 = 半生 Tx (5-6) 


式 (5-6) 可 改写 为 如 下 形式 


lj 


u= [N]{6}° (5-7) 
其 中 形 函数 矩阵 [N] 为 


[N]= [N; Ni 一 村 [Ca 动 一 《一动 j (5-8) 


3. 应 变 矩 阵 与 应 力矩 阵 
将 式 (5-7)\ 式 (5-8) 代 入 式 (5-1) ,得 
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c= 地 [一 1 1] {6}° 


上 式 也 可 写 为 
< 一 [B]{6} (5-9) 
式 中 [B] 为 应 变 矩 阵 ,具体 表达 式 为 
[B]= 闻 [1 1] (5-10) 


将 式 (5-9) 代 入 式 (5-2) ,得 
o= E[B]{6}° = [S11{0}° 
式 中 [S] 为 应 力矩 阵 , 具 体 表达 式 为 
[S]= 了 [1 1] 
4. 单元 刚度 矩阵 
单元 刚度 矩阵 仍 为 如 下 形式 : 
[A] =| [BlrIpIUBldv 
将 [D]=E,dV= 二 Adz 及 式 (5-10) 代 入 上 式 , 得 
ee x 了 ._EA Wh = | 
[A] aE] [BJ]"[B]dr = 1 (5-11) 
5. 单元 等 效 节点 载荷 
如 果 单 元 上 作用 分 布 轴 力 p(x) , 则 等 效 节点 载荷 为 如 下 形式 
{F}: = I [N]rpCz)dz (5-12) 
特别 地 , 当 分 布 轴 力 的 集 度 为 常数 p 时 ,有 
i 一 第 _pfl 
i = to oh | 
即 分 布 轴 力 的 合力 按 静 力 等 效 原则 分 配 到 单元 两 节点 。 
例 5-1 如 图 5-3(a) 所 示 阶 梯形 直 杆 ,各 段 长 度 均 为 !, 横 截面 积分 别 为 3A、2A、A, 材 
料 重 量 密度 为 pg ,弹性 模 量 为 已, 铬 垂 放置 ,上 端 固定 。 
求 A.B、.C 点 的 位 移 和 各 段 杆 中 的 内 力 。 ~ 


解 ” 如 图 5-3(b) 将 阶梯 形 直 杆 划分 为 3 个 单元 ,4 * 
个 节点 ,单元 与 节点 整体 编号 及 局 部 编号 如 图 所 示 。 问 


各 单元 的 单元 刚度 矩阵 为 用 
 _ 3HA 1 和 wl 1 滞 外 
[A] y Ls 1| [#] yl il 
i 1 =1 
[= 全 | ， | (a) 
各 单元 的 载荷 集 度 分 别 为 3Apg .2Apg、Apg ,各 段 因 53， 辐 计 太守 和 


a) 结构 尺寸 ; 离散 
均 布 轴 力 对 应 的 节点 载荷 为 a 
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L 1 I 
tS 一 3 | | We 2 | } th 一 要 | 


整体 刚度 矩阵 为 


3 —3 0 0 3 -3 0 0 
Eh|l—3 8+2 一 5 0 EA|—3 5， 一 此 0 
Wl | 二 
| 1 -六 二 着 齐 
整体 载荷 向 量 为 
F, + 3 F, + 3 
3Apgl , 2Apgl 5Aog/ 
全 六 
{F}= = 
2Apgl | Apgl 3Apgl 
2 2 2 
Apg! Apg!l 
2 2 
于 是 整体 平衡 方程 为 
F, + 28t 
3—3 0 olfu 5Apgl 
EA| 一 3 车 一 佑 oljul _ 2 
(| 0-2 3 ilillus| | 3Apgl 
0 0 一 1 1J Lu 
Apgl 
2 


约束 条 件 为 wu 二 0, 采 取 划 行 划 列 法 得 约束 方程 为 


5 —2 0] fuz 5 
| 
1 1j lu 1 
解 得 
jt Tpgl’ , 15pgl? 19pgl® 
8E 8E 8E 
各 单元 的 应 变 为 
二 Ww Tpgl, elD Us — Us el, 9) Us 一 Us pgl 
1 8E E 7 2E 
各 单元 的 应 力 为 
on = ED -一 ， 602 =FE®?=pgl, oo =E® 全 
各 单元 的 内 力 为 
N® 一 加 3 一 人 No = 和 中 =3 帮 NO 一 总 = 人 人 
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5.2.2 扭转 杆 单元 


由 材料 力学 知 , 受 扭转 作用 的 等 截面 圆 轴 以 平面 假设 为 基础 。 按 照 平面 假设 ,在 扭转 变 
形 中 , 圆 轴 的 横 截 面 像 刚性 平面 一 样 , 绕 轴 线 旋 转 了 一 个 角度 。 所 以 圆 轴 的 变形 只 有 绕 轴线 
的 转角 , 称 为 扭转 角 。 沿 轴线 将 轴 分 为 若干 段 ,每 一 段 为 一 个 扭转 杆 单元 。 绕 工 轴 的 扭转 
杆 单元 与 图 5-2 类 似 ,两 个 杆 端 只 有 扭转 角 位 移 4、0 ,并 受 分 布 扭矩 作用 ,载荷 集 度 为 
M(xz)。 与 受 轴 力 作用 的 直 杆 单元 一 样 分 析 , 只 要 将 位 移 x 换 成 转角 位 移 0 ,将 轴 向 应 变 s 换 
成 截面 的 扭转 率 ( 即 单位 长 度 的 转角 变化 ) ,将 弹性 模 量 已 换 成 剪 切 弹性 模 量 G ,将 截面 面 
积 A 换 成 横 截 面 的 极 惯性 矩 1, ,就 得 到 扭转 杆 单元 的 相应 计算 公式 。 扭 转 杆 单元 的 单元 刚 
度 矩 阵 为 


A]' = | ， | Ce 
ee J 


式 中 荆 三 ?dA ,G1, 为 杆 的 抗 扭 刚度 。 
aA 

上 述 公式 只 适应 于 等 直 圆 轴 ,对 加 截面 沿 轴线 变化 的 小 锥 形 杆 , 也 可 近似 用 上 述 公式。 
但 对 一 般 的 非 加 截面 杆 , 扭 转变 形 后 ,截面 不 再 保持 平面 ,而 是 变 为 曲面 ,这 种 现象 称 为 
尚 。 非 圆 截 面 杆 的 扭转 可 分 为 自由 扭转 和 约束 扭转 。 等 直 杆 在 两 端 受 扭转 力矩 作用 , 且 其 
竹 身 不 受 任何 限制 的 情况 ,属于 自由 扭转 ,这 种 情况 下 杆 件 各 横 截 面 的 短 曲 程度 相同 ,纵向 
纤维 长 度 无 变化 , 故 横 截面 上 没有 正 应 力 而 只 有 剪 应 力 。 车 由 于 约束 条 件 或 受 力 条 件 的 限 
制 ,造成 杆 件 各 机 截面 的 元 曲 程度 不 同 , 势 必 引 起 相 邻 两 截面 纵 向 纤维 的 长 度 改变 ,于 是 楼 
截面 上 除 前 应 力 外 还 有 正 应 力 ,这 种 情况 称 为 约束 扭转 。 约 束 扭转 理论 将 使 问题 复杂 化 ,在 
通常 的 有 限 元 分 析 中 一 般 采 用 自由 扭转 理论 。 


5.3 栓 架 结构 的 有 限 元 法 


5.3.1 桥架 结构 概述 


在 工程 实际 中 , 屋 架 桥梁、 起 重 机 架 、 油 田 井 架 . 电 视 塔 等 结构 物 常 采用 术 架 结构 。 所 
谓 机 架 , 是 由 若干 直 杆 在 端点 用 匀 链 连接 而 成 的 几何 形状 不 变 的 结构 。 如 果 术 架 中 所 有 杆 
件 的 轴线 位 于 同一 平面 ,而 且 所 受 载荷 也 作用 在 这 一 平面 内 , 则 称 为 平面 术 架 。 

实际 的 枯 架 比较 复杂 ,各 杆 间 通 常 采用 焊接 或 锦 接 的 方法 连接 , 杆 件 的 中 心 线 也 不 可 能 
是 绝对 直 的 。 但 为 了 简化 计算 ,工程 中 也 常 作为 机 架 计算 。 


5.3.2 桥架 结构 的 有 限 元 分 析 


由 于 栓 架 结构 由 简单 杆 件 铵 接 而 成 ,所 以 划分 单元 时 ,将 每 个 杆 件 看 成 一 个 杆 单元 ,无 
需 再 加 以 分 割 ,这 样 的 单元 称 为 自然 单元 。 由 于 各 单元 均 为 二 力 杆 ,只 受 轴 力 作用 ,所 以 各 
节点 上 只 有 移动 自由 度 。 由 此 可 见 ,平面 枯 架 结构 的 节点 位 移 为 w\, 空 间 杭 架 结构 的 节点 位 
移 为 MU 

格 架 每 个 杆 件 都 可 看 作 局 部 坐标 系 下 的 等 直 杆 单元 ,因此 可 由 5. 2. 1 节 公式 进行 单元 
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分 析 。 但 椅 架 结构 的 各 个 杆 件 倾角 不 同 ,需要 在 统一 的 整体 坐标 系 下 建立 整体 平衡 方程 , 因 
此 需要 讨论 坐标 变换 问题 。 
图 5-4 所 示 为 两 节点 的 杆 单元 ,局 部 坐标 系 Or'y 的 工 
轴 与 杆 件 轴线 重合 ,zx' 轴 与 整体 坐标 系 Ozy 的 xz 轴 夹 角 为 
a。 贡 点 i 在 局 部 坐标 系 下 的 位 移 分 量 wi wi 与 整体 坐标 系 下 
的 位 移 分量 w; 、v; 有 如 下 关系 : 


/ i 
ui = a 


图 5-4 两 种 坐标 系 下 的 杆 单元 


也 一 wsine 十 内 cosa 
即 
{0:}= [2] {67} 
式 中 
cosa 一 Sina 
Eee | 
sina Cosa 
同 理 
{0;}= [2] {6} 
因此 
i = [TI (5-14) 
式 中 单元 节点 位 移 为 
{0° = [uw ww 
{0 = [us ve uy v7 
转换 矩阵 为 
cosa 一 Sina 0 0 
L 0 Sina cosa 0 0 
c=| 上 . (5-15) 
0rL 0 0 cosa 一 Sina 
0 0 sina cosa 
同 理 , 整 体 坐 标 系 与 局 部 坐标 系 下 的 节点 力 之 间 的 关系 为 
r= [I (5-16) 
式 中 
FF = [Rs Bs Ps Rel 
{F'}=[Fs Fs Fs Fy]” 
在 局 部 坐标 系 下 的 平衡 方程 为 
[eT = EY (5-17) 
式 中 
| st 看 
wm al VY a 
i st sw， 到 人 (5-18) 
0 0 0 1 


式 (5-18) 可 看 作 式 (5-11) 的 扩充 。 式 (5-11) 中 ,对 应 的 位 移 分 量 为 [wu wj]', 式 (5-18) 
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en OD 


中 ,对 应 的 位 移 分 量 为 [wu wv， wu vj] 。 整 体 坐 标 系 下 单元 的 平衡 方程 为 
[£]°{0}° = {F}° 

将 式 (5-14) 与 式 (5-16) 代 入 上 式 得 

[J]°[T]{0} = [T]{F’Y 
将 上 式 两 边 左 乘 [T]-: 得 

[TI™ [EIITIOY = 4F'¥ 
将 上 式 与 式 (5-17) 对 比 ,显然 有 

[kJ = [TI™ [J°[T] 


或 
er rT (5-19) 
因 实 对 称 和 矩阵 的 转 置 矩阵 等 于 其 逆 阵 ,于 是 
Lar = 
因此 , 式 (5-19) 可 以 写 为 
[T= [TI TT (5-20) 


将 式 (5-15) 所 表示 的 [T] \ 式 (5-18) 所 表示 的 [k']* 代入 上 式 , 得 整体 坐标 系 下 的 单元 
刚度 矩阵 为 


cosza cosasina 一 cosza ”一 cosasina 
me EA| cosasina sinza 一 cosasina 一 sinza 人 
[4] ! | 一 cossa  —cosasing cosza cosasina 
一 cosasina 一 sinza cosasina sin’a 


柏 架 的 载荷 通常 为 作用 在 节点 的 集中 力 ,可 以 直接 在 整体 坐标 系 下 分 解 为 x、y 方向 的 
节点 力 分 量 , 从 而 形成 整体 坐标 系 下 的 节点 力 向 量 。 对 于 分 布 轴 向 力 ,可 按 静 力 等 效 原则 
分 配 。 

上 面 以 平面 柏 架 结构 为 例 作 了 说 明 ,对 于 空间 顶 架 结构 ,只 要 稍 作 推广 就 可 得 到 相应 的 
计算 公式 。 


例 5-2 图 5-5(a) 所 示 为 一 由 两 根 杆 件 构成 大 交 
的 平面 桥架 , 杆 件 的 横 截 面积 均 为 A, 弹 性 模 量 均 
为 E, 重 直 杆 长 度 为 1, 两 村 锐 接 处 受 水 平 外 力 P | - 
作用 , 求 A、B、C 点 的 位 移 和 各 杆 的 内 力 。 J 
解 如 图 5-5(b) 将 平面 桐 架 划 分 为 2 个 单 (a) 
元 、3 个 节点 ,单元 编号 .节点 整体 编号 及 局 部 编号 图 5-5 平面 析 架 
如 图 所 示 。 (a) 结构 尺寸 与 载荷 ;(b) 离散 化 
对 单元 ,a 二 45"; 对 单元 @,o 一 一 90" ,由 
式 (5-21) 得 
0.5 0.5 一 0.5 一 0.5 0 00 0 
EA| 0.5 0.5 一 0.5 一 0.5 w_ EAl0 aum 一 :1 
i 一 硅 太 多 坟 让 | Wr mm wg 
一 0.5 —0.5 0.5 0.5 0—10 1 


则 整体 刚度 矩阵 为 
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1 1 1 1 
2V2 2V2 到 /有 2V2 
1 1 1 1 0 0 
2V2 2V2 2V2 2V2 
EA | 1 由 1 
IK=7| 2 2 2 2 © 
了 1 1 昌 
2 2 2 2 |! 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 一 1 0 1 
节点 2 的 节点 力 可 表示 为 {Fs} 二 [P 0]7, 节 点 1、3 处 的 节点 力 可 用 约束 力 表示 ,于 
是 结构 的 整体 平衡 方程 为 
PF 二 i 1 1 0 
2 2V2 2V2 2V2 
1 1 | 1 0 0 ul Fa 
2V2 2 2V2 2V2 DL Fai 
EA 1 1 lL 1 入 训 | 梧 _| 至 
1 东区 We 2V2 vs 0 
L 1 1 1 us Fss 
BE 2 2 Bt i) le 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 = 0 1 


约束 条 件 为 4 Wi=W=uw =v =0, I 
| 
2V2 


Nt 
i 1 vw 
-上 2 : 
2V2 
解 得 
= G+2J3) 疏 ，uw =- 起 


将 zw us 代入 整体 平衡 方程 的 第 1 式 . 第 2 式 . 第 5 式 . 第 6 式 得 约束 力 为 
Fa =—P, Fu =—P, Fs=0, Fs=P 


因此 ,两 杆 中 的 内 力 为 

Ne = V 卫 十 束 , = 人 2P (拉力 )s Ne = WB 十 =P (压力 ) 
5.4 梁 单 元 
5.4.1 梁 的 基本 公式 


在 载荷 作用 下 ,以 弯曲 变形 为 主 的 杆 件 称 为 梁 。 纯 弯曲 梁 以 平面 假设 为 基础 , 即 假设 变 
形 前 垂直 梁 轴 线 的 截面 ,变形 后 仍 保持 为 平面 , 且 仍 垂直 于 轴线 ,从 而 使 粱 弯曲 问题 简化 为 


一 维 问题 。 此 时 梁 的 转角 0 与 中 面 挠 度 w(z) 的 关系 为 0= 至, 所 以 基本 未 知 量具 有 中 面 挠 
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度 v(z)。 梁 的 弯 矩 M、 剪 力 Q 与 挠 度 vw 之 间 的 关系 为 


2 3 
i Re 


dr:” dzs 
式 中 : EE 为 弹性 模 量 ; 为 梁 截面 对 中 性 轴 的 惯性 矩 ; EI 称 为 梁 的 抗 弯 刚度 。 中 性 层 与 横 
截面 的 交 线 称 为 该 横 截面 的 中 性 轴 , 中 性 轴 也 称 为 主轴 。 

由 于 弯曲 而 引起 的 轴 向 纤维 的 相对 伸 长 和 缩短 称 为 梁 的 弯曲 应 变 , 其 表达 式 为 


és =— yu (5-22) 


梁 的 弯曲 应 力 表达 式 为 
(5-23) 
在 平面 弯曲 中 ,车 梁 为 只 受 剪 力 与 弯 矩 作用 的 等 截面 直 杆 ,将 发 生 横 力 弯 曲 。 实 验 和 理 


论 分 析 表明 , 当 梁 的 跨 高 比较 大 (二 5) 时 , 按 纯 弯曲 计算 误差 很 小 ,可 满足 工程 的 精度 要 求 。 
但 对 短 而 粗 的 梁 , 轴 向 力 和 剪 切 变形 的 影响 不 容 忽 视 , 在 计算 中 必须 考虑 。 


5.4.2 平面 弯曲 梁 单 元 


1. 单元 位 移 函 数 
如 图 5-6 所 示 平 面 梁 单 元 是 一 等 截面 直 杆 ,长 度 为 1, 弹性 模 量 为 ,单元 有 两 个 节点 i\j， 
每 个 节点 的 位 移 包 括 挠 度 wv 和 转角 0, 单 元 的 节点 位 移 向 量 为 


{6}° = [v 0: v, 0 (5-24) | vO, VO; 
节点 力 包 括 剪 力 和 弯 矩 ,所 以 节点 力 向 量 为 = 
{Ry 三 [他 二 让 (5-25) ~ 4 


由 于 在 节点 位 移 中 ,只 有 挠 度 w 是 独立 的 ,因此 有 限 元 图 5-6 平面 梁 单元 
分 析 中 的 位 移 函 数 只 选取 wv 的 表达 式 。 梁 单元 的 单元 自由 
度数 为 4, 因此 单元 的 位 移 函 数 可 设 为 


了 一 al 十 az 并 十 asz2 十 ad (5-26) 
由 单元 两 端的 条 件 可 确定 系数 a 一 ai ,再 将 其 代入 式 (5-26) ,得 
v= [N]{6} (5-27) 
其 中 形 函 数 矩 阵 [N] 为 
[NJ]=[N: N: N: Ni] (5-28) 
而 
Ni = 让 (P 一 3lz* 二 22) 
Na = 二 (2z 一 2i 十 z) 
(5-29) 
Ns 一 雇 (3lz? 一 2 
广 三 一 于 C — i) 


2. 应 变 矩 阵 与 应 力矩 阵 
将 式 (5-27) 代 入 式 (5-22) ,得 
= [Bl{6}° (5-30) 
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ie LEE 


其 中 应 变 和 矩阵 为 
[B]= [B，B，B。，B,] 


凑 [G12z 61) ZL(C6z 一 40) (12z 一 6/) ZL(6z 一 20)] (5-31) 


将 式 (5-30) 代 入 式 (5-23) ,得 


oo, = E[B]{0}° = [S]{6}° (5-32) 
由 此 可 见 , 应 力 、 应 变 为 zx、y 的 双 线性 函数 。 
3. 单元 刚度 矩阵 
单元 刚度 矩阵 仍 为 如 下 形式 : 


| 3 Wi 上 [LB]7ID]IB]dV 
将 [D]==E,dV= 二 dAdz 及 式 (5-31) 代 人 上 式 ,得 
rt41°=B] [| rar taer]aa 


12z—6l 
1 ?| 6z 一 40 
一 避 一 立 (12z 一 60D),L(6z 一 40， 一 (12z 一 60),L(6z 一 20)] dz |dA 
站 六 ) -daz-6pD | ud 
U6z—2D) 
Fr , 1 , 
| (12z—6D:dr | a2z—6Dic6z—4Daz 村 (12z 一 60)2dz 『 2z—6Du6r—2Ddr 
o o 0 o 
1 ! ' 
ez-sord 一 | 02r—6Duer—4Dde ez—4D(6r—2Ddr 
-如 aa 1 1 
. 对 称 | oz-eoru 一 | 02r—6Duer—2Dde 
。 
| | L(6r—2D:dr 
。 
T128 6 一 128 or 
外 60 和 
= Elyaa 
”oy 对 称 128 一色 
上 全 


因 [== :aa ,1 为 模 截 面 对 中 性 轴 (= 轴 ) 的 惯性 矩 , 于 是 
A 


12 6 —1l2 人 
a 6 4 —6l 2 pe 

到 | 一 玛 —6l 12 —6 

6 2 一 到 4 

因此 单元 刚度 方程 为 

12 太一 培 fe 
EI| 6 4 —6l 252 ||6; 
如 | 二 彼 一 寅 允 = 太 ||w 
6 22 —6l 42 Jo 


(5-34) 


EoOKRD 


4. 单元 等 效 节点 载荷 
(1) 分 布 横向 力 的 移 置 。 如 果 单元 上 作用 横向 分 布 载荷 bCz) , 则 等 效 节点 载荷 为 如 下 
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{R} = [ [NJ]'plx)dr 
设 横向 分 布 载荷 PCz) 如 图 5-7 所 示 , 移 置 后 结果 如 图 5-8 所 示 , 则 
言 ( — 3lz? +2x:) 


全 曙 = -2 3 
| ,| (Pw— is’ + 
{R}= | plx)dr = | plr)dr 


“| 1 (C31? —2z:) 
N, 
一 直 (? 一 z*) 
让 1 
1 一 基 达 十 后 邓 | ceod 去 3| pardet a pa) rsdr 
Lt 1 
r 第 = Ze 十 天 pwdr 一 3 pd 十 并 | p(x)xidr 
= plr)dr = 和 
六 = Er 中 | pea 3 pde 
Ll -人 Dj 1 a 
1 1 7 oP TT t+ oP Tz 
yn 
J 各 | O 0 
M I 
图 5-7 平面 梁 单 元 受 横向 分 布 载 荷 图 5-8 单元 等 效 节点 载荷 


1 1 4 1 
记 Fp = | plr)dr, Fy 三 | 思 (z)zdzyFos = | 力 (z)zzdzyFis = | p(xz)zidz 于 是 
0 0 


Ba]| [|y WH 总 


a p2 2 a 1 
Q; Fo 
M| Jeni a “| Jo 产 Fn 

x = 一 一 
3 2 3 F 

六 Fn 一 名 Fn 900 言 一半 | 
I p3 

1 1 和 

一 过 Fo 十 五 Pu 0 0 -了 六 


特别 地 , 当 p(z)==p 时 ， 
1 1 
沽 。， | co 大 2 ea | ecopzdz = $e, 


Fy = | cpmedz 一 了 工 ps ， Fs 一 | cpmdrz 一 
0 | 4 
于 晨 
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_3 2 包 
| 2 

2 

{R= pl ?= 
VW 二 外 至 ,3 
1 1 2 

pl 
二 _2a 
op 12 


常用 分 布 横向 力 的 等 效 节点 载荷 如 表 5-1 所 示 。 
表 5-1 梁 上 分 布 横向 载荷 引起 的 等 效 节点 载荷 


横向 分 布 力 Q RM Q AM 


轩 EE opp 1 —1op 
iii zn Et! $e a7! 


Pp 3 二 = 二 六 
JE 20P! 30P! 207! 20P! 


EE 蝇 汪 于 = 


(2) 分 布 弯 矩 的 移 置 。 如 图 5-9 所 示 , 如 果 单 元 上 作用 


3 m(x) 
分 布 弯 答 m(z) , 则 等 效 节点 载荷 为 


{R} = [EN Im de 


其 中 [N'] 为 形 函数 导数 矩阵 , 即 
,,_ rdN: dN:; dN: dN 
1-= [ de dr” dz ”dz ] 


三 言 ( 一 6 二 十 6z?) ,让 (有 一 4 十 3m)， 言 (6i 6z2)， 去 (2iz 3z?)] 
同 理 得 
3 2 
”9 TE FB 
| 
rt | 
BN 3 F 
站 六 要 = 考 用 各 
1 |i 
让 
ve 


和 > . 
其 中 , Fw = 0, Fm 一 | m(zxz)dr,Fn = | 2m(zx)zdr,Fns = | 3mz(z)xzzdz。 特 别 地 , 当 
0 


m(z)=m 时 ,Fm =ml, Fy =ml ,Fs =mL ,于 是 ,{R}= [—m;,0,m,0]™ 


图 5-9 平面 梁 单 元 受 分 布 弯 矩 
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5.4.3 平面 自由 式 梁 单 元 


考虑 轴 向 变形 的 弯曲 梁 ,可 视 为 受 轴 向 拉 压 和 平面 弯曲 的 组 合作 用 , 梁 单 元 的 节点 位 移 
分 量 为 uv、90, 对 应 的 节点 载荷 包括 轴 力 、 剪 力 、 弯  ， 


和 矩 。 图 5-10 所 示 为 平面 自由 式 梁 单 元 ,单元 长 度 Wd v0 
为 ,弹性 模 量 为 EE, 单 元 有 两 个 节点 i\j ,单元 的 节 TN 

ON OM 

点 位 移 向 量 为 {6}“==[u; wv 0 u; v 0;]'。 cc 

1. 单元 位 移 函 数 图 5-10 平面 自由 式 梁 单元 


单元 自由 度数 为 6, 基本 未 知 量 为 u、v, 且 为 z 的 函数 。 
根据 材料 力学 知 ,等 截面 杆 件 承 受 轴 向 载荷 和 弯曲 载荷 时 ,其 轴 向 位 移 w 是 xz 的 线性 
函数 ,而 找 度 wv 可 用 z 的 二 次 多 项 式 表示 ,于 是 单元 的 位 移 函 数 为 


弘一 al 十 asz 工 
| (5-35) 


也 一 os 十 az 十 asz2 二 Taer’ 


当 z 一 立时 ,wx 一 xyv ww' 虹 


dv 
0:; T=Zz; 时 ,一 好， 一 二 
z= “| 


可 确定 六 个 待定 参数 ,从 而 确定 u、v。 

2. 单元 刚度 矩阵 

应 变 {e} 王 [se。es]7 于 sy |] 应 力 {o}== [co。 06]' = 二 Ef{e}。 由 此 可 见 , 小 
变形 条 件 下 ,平面 自由 式 梁 单元 是 轴 力 杆 与 平面 弯曲 梁 的 三 加 ,其 单元 刚度 矩阵 可 由 两 部 分 
释 加 而 成 。 

一 维 等 直 杆 单元 的 单元 刚度 方程 为 


双人 


0 ,代入 式 (5-35) 


扩充 后 为 
100 —1 0 olfu) fN 
000 00 0ll 0 
o000 ooolo 0 
Fl 0 0 0 0 1]N 
000 oool。 0 
000 00 oll 0 
平面 弯曲 梁 单 元 的 单元 刚度 方程 为 式 (5-34) , 即 
12 6 —12 611[fv] fa 
Ele a: —e 2e |lo| Im 
严 | 二 入 = 杞 通 tlw| | 亿 
6 322 -6 4 le) lm 


扩充 后 为 
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和 A i 
0 0 0 0 0 0 fu 0 
go 2 六 0 一 霹 Q; 
EIrlo 6 4f 0 —6 2 jw 人 
| 0 0 0 0 llul |o 
0 —12 —6 0 12 —6l|ly, Qi 
0 6 ， 22 0 —6 4r Lo Mi 
式 (5-36) 与 式 (5-37) 释 加 后 得 
EA EA 
划 9 i 
12EI 6EI 12EI 6EI 
0 1 1 0 a Ls 1 u N; 
6EL 4EI 6EI 2E1 ||“| |® 
下 Ll a 1 0; M, 
= (5-38) 
-学 0 0 池 0 0 i 六 
vy Q 
12EI _ 6EI 12EI 6EI 
人 1 Tr 0 Mi 
0 6ET 2EI _6EI 4EI 
严 有 六 1 


式 (5-38) 为 平面 自由 式 梁 单元 的 单元 刚度 方程 。 同 理 可 得 平面 自由 式 梁 单元 的 单元 等 效 
节点 载荷 。 


5.4.4 考虑 剪 切 变形 的 粱 单元 


以 上 讨论 的 平面 梁 单 元 基于 平面 弯曲 假设 , 它 在 实际 中 得 到 了 广泛 应 用 ,一 般 情况 也 能 
得 到 满意 的 结果 。 但 是 它 是 以 梁 的 高 度 远 小 于 跨度 为 条 件 的 ,因为 只 有 在 此 条 件 下 ,才能 忽 
略 横向 剪 切 变形 的 影响 。 高 度 相对 跨度 不 太 小 的 高 粱 ,横向 剪 切 变形 将 引起 梁 的 附加 挠 度 ， 
并 使 原来 垂直 于 中 面 的 截面 变形 后 不 再 和 中 面 垂直 , 且 发 生 竹 曲 , 此 时 必须 考虑 横向 剪 切 变 
形 的 影响 。 

在 考虑 横向 剪 切 变形 的 梁 单 元 中 ,一 类 仍 以 挠 度 作为 基本 未 知 量 ,但 在 原 弯曲 变形 引起 
的 挠 度 的 基础 上 ,附加 由 剪 切 变形 引起 的 挠 度 。 另 一 类 梁 单 元 为 Timoshenko 梁 单元 , 它 的 
基本 特点 是 挠 度 与 截面 转角 相互 独立 ,所 以 位 移 函 数 中 应 对 挠 度 v 与 截面 转角 0 分 别 选择 
表达 式 , 有 限 元 分 析 表 明 ,在 v 与 0 采用 相同 的 形 函 数 时 , 若 采 用 精确 积分 计算 ,可 能 使 整体 
刚度 矩阵 奇异 ,这 样 , 在 梁 变 薄 时 ,问题 只 能 得 到 零 解 ,这 种 现象 称 为 剪 切 闭锁 。 为 避免 剪 切 
闭锁 ,可 以 采用 减 缩 积分 方案 。 目 前 ,针对 Timoshenko 梁 理论 的 缺陷 ,有 学 者 提出 了 一 种 
理性 Timoshenko 梁 单 元 ,克服 了 剪 切 闭锁 现象 。 还 有 以 三 次 多 项 式 作 为 位 移 函 数 的 
Timoshenko 梁 单元 ,具体 内 容 请 查阅 相关 文献 。 


5.4.5 空间 粱 单元 
5.4.2 节 介 绍 了 平面 弯曲 梁 单元 ,如 果 梁 单元 在 Ozy 面 内 弯曲 ,如 图 5-11 所 示 , 则 将 0 
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记 为 0, 相应 地 ,将 梁 截 面 对 中 性 轴 = 的 惯性 年 7 记 为 7-, 则 [二 | >*dA, 于 是 该 平面 梁 音 
A 


元 的 节点 自由 度 为 {6}“ 二 [vi 0s v; 0s ]" ;单元 刚度 矩阵 式 (5-33) 变 为 
谣 硬 二 这 广 
El.| 6 42 —6l 22 


[| or 12 -6l dd 
6l 22 —6l 4 
车 记 沿 y 向 的 剪 力 Q 为 Q,, 绕 < 轴 的 力矩 M 记 为 M:, 则 单元 刚度 方程 (5-34) 变 为 
12 6 一 12 6 1fv Qs 
El 吧 42 一 6 2 | Im: a 
B12 —6l 12 —6lll|y, Qv 


6 22 一 6 42 Lo Ms 

若 梁 单元 在 Ozxx 面 内 弯曲 ,如 图 5-12 所 示 , 则 该 平面 梁 单 元 的 节点 自由 度 为 {6}* 一 

[zw bw w; bw]7, 其 单元 刚度 矩阵 应 该 与 在 Ory 平面 内 弯曲 的 单元 刚度 矩阵 相 类 似 。 
比较 图 5-11 与 图 5-12 发 现 ,两 图 仅 节点 的 转角 相反 (力矩 转向 也 相反 ) ,于 是 可 由 Orzy 平 
面 内 弯曲 的 单元 刚度 矩阵 得 到 Ozz 平面 内 弯曲 的 单元 刚度 矩阵 。 则 将 0 记 为 0,, 相 应 地 ， 


将 梁 截面 对 中 性 轴 y 的 惯性 矩 工 记 为 = |:aa， 沿 z 向 的 前 力 Q 为 Q-, 绕 > 轴 的 力 


A 
和 矩 M 记 为 M,, 则 单元 刚度 方程 (5-40) 变 为 
12 6 一 12 6 wi Qs 
6 4 —6l 2 ||—0; —M,; 
Bl, = (5-41) 
BI—12 一 6 12 一 6 Qs 
6l 22 6l 412 古 My 
测 > 网 
[如 Poy 
0 ye 
图 5-11 Oxy 面 内 的 平面 梁 单 元 图 5-12 Oxz 面 内 的 平面 梁 单元 
于 是 Ozz 平 面 内 弯曲 的 单元 刚度 矩阵 为 
12 —6l 一 12 一 人 6 
ET | 一 6 42 6 22 
名 ]* = ~ (5-42) 
[he] 六 | 一 12 & 12 6 


一 本 六 67 412 
图 5-13 所 示 的 空间 梁 单元 有 2 个 节点 和 12 个 自由 度 , 单 元 的 节点 位 移 向 量 为 
{6}° = [wu vi wi Os Os 0 u; vi wi bs 0s 05]7 (5-43) 
2 节点 空间 梁 单 元 的 变形 由 四 部 分 组 成 : 沿 z 轴 的 拉 压 ; @ 绕 z 轴 的 扭转 ; @Ozy 
平面 内 的 弯曲 ; @Oxx 平面 内 的 弯曲 。 因 而 空间 梁 单 元 的 单元 刚度 和 矩阵 可 由 小 变形 普 加 原 
理 构 成 , 即 


SS 


图 5-13 空间 梁 单 元 


[R]“ 一 [ks ] 锡 t 十 [Rar ] 秘 起 十 【As ] 香 起 十 [ww ] 氛 南 (5e M4) 
其 中 ,[A。 ] 复 、[kar ] 复 献 、[&。] 复 机 、[kw ] 复 让 分 别 为 式 (5-11)、 式 (5-13)、 式 (5-39)、 式 (5-42) 
按 其 节点 位 移 分 量 与 空间 梁 单 元 的 节点 自由 度 的 对 应 关系 扩充 成 与 [&]“ 同 阶 (12X12) 的 
和 矩阵。 最 后 得 到 空间 梁 单 元 的 单元 刚度 矩阵 为 式 (5-45)。 


全 0 0 0 0 0 -学 0 0 0 0 0 
12ET。 6FET。 12ET. 6FET。 
0 i 0 0 

2 -村 洲 从 0 网 - 
2 0 0 0 0 0 四 0 0 
4ET， 6ET， 2ET， 
i 0 0 0 0 TT 0 
4ET。 _ 6EL. 2EI 
i i 0 机 0 0 0 7 
对 的 0 0 0 0 0 
12FET。 6FET 
和 0 0 6 
12ET， 6FET 
机 tT FE 
4ET， 
2 0 
4FET。 
1 
(5-45) 


如 果 梁 单元 的 局 部 坐标 系 +、y、z 与 整体 坐标 系 、y、z 不 一 致 , 则 需 把 局 部 坐标 系 下 的 
单元 刚度 矩阵 [&]* 转换 成 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 [x]*。 
(CA | 
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转换 矩阵 [T] 为 
[] [0] [0] [0] 
[Tl = [0] [2] [9] [0] 
[0] [0] [4] [0] 
[0] [0] [0] 0] 
其 中 


六 0 0 0 
We -| -| 0 0 
ks 0 0 0 
lz ls l= 是 局 部 坐标 系 x 轴 在 整体 坐标 系 yzs 中 的 三 个 方向 余弦 , 即 


Le = cos(XsT), lsy 一 cos(Zzyy)， Le = cos(x,z) 


其 他 两 组 方向 余弦 分 别 为 局 部 坐标 y、> 对 整体 坐标 z 、y 、z 的 三 个 方向 余弦 。 


5.5 刚 架 结构 的 有 限 元 法 


5.5.1 刚 架 结构 概述 


刚 架 是 指 由 直 杆 组 成 的 具有 刚 节点 的 结构 。 当 刚 架 各 杆 的 轴线 都 在 同一 平面 内 且 外 力 
也 可 简化 到 此 平面 内 时 , 称 为 平面 刚 架 ,否则 为 空间 刚 架 。 在 工程 实际 中 ,站 台 雨 棚 、 屋 架 、 
大 桥 、 输 变 电 设备 ,起 重 设备 常 采用 刚 架 结构 。 采 用 有 限 元 计算 刚 架 时 ,也 是 根据 结构 特点 
自然 划分 单元 , 即 取 刚 架 的 节点 与 节点 之 间 的 等 截面 直 杆 为 一 个 单元 ,与 梁 问 题 比较 , 它 的 
特点 在 于 : 

(1) 节点 位 移 增加 , 即 节点 自由 度 增加 。 平 面 刚 架 的 节点 自由 度 有 3 个 (2 个 线 位 移 1 
个 角 位 移 ) ,空间 刚 架 的 节点 自由 度 有 6 个 (3 个 线 位 移 3 个 角 位 移 )。 

(2) 刚 架 中 各 杆 件 单元 的 轴线 方向 即 为 单元 局 部 坐标 系 方向 ,一 个 刚 架 系统 只 有 一 个 
整体 坐标 系 , 需 要 将 每 个 单元 的 局 部 坐标 系 中 的 各 个 量 转换 到 整体 坐标 系 中 。 


5.5.2 刚 架 结构 的 有 限 元 分 析 


如 图 5-14 所 示 为 一 平面 刚 架 单元 ,该 单元 发 生 轴 线 方向 的 拉 压 变形 及 Oz'y "平面 内 的 
弯曲 变形 ,因此 每 个 节点 有 3 个 自由 度 wu、zw、0, 单 元 的 位 移 向 
量 为 


OF = [uu wv 0 ww vo Ol (5-46) 
由 材料 力学 知 ,这 两 种 变形 是 相互 独立 的 ,因此 刚 架 单 元 
可 以 看 成 由 杆 单元 和 梁 单 元 全 加 而 成 的 。 在 局 部 坐标 系 下 ,其 
刚度 矩阵 可 由 杆 单元 和 梁 单元 的 单元 刚度 矩阵 又 加 而 成 。 
杆 单元 的 单元 刚度 矩阵 为 式 (5-11), 梁 单元 的 单元 刚度 矩 。 图 5-14 平面 刚 架 单元 
阵 为 式 (5-33) ,将 两 式 按 (5-46) 式 的 位 移 向 量 进行 扩充 ,然后 
三 加 ,形成 平面 刚 架 在 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 为 
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EA 0 & 0 0 
Y 1 
12EI 6EI 0 12EI 6EI 
了 Ls 2 1 
4EI 0 6ET 2EI 
, 2 a i 
证 下 和 主 (5-47) 
对 - 0 0 
12EI 6EI 
称 rE 
4ET 


1 
设 局 部 坐标 系 Oz'y 的 z 轴 与 杆 件 轴线 重合 ,局 部 坐标 系 的 x' 轴 与 整体 坐标 系 Ozy 的 
Zz 轴 夹 角 为 a。 则 整体 坐标 系 与 局 部 坐标 系 下 单元 刚度 矩阵 也 有 类 似 式 (5-20) 的 形式 , 即 
[#]° = [TI[K [TI 


式 中 转换 矩阵 [T] 为 
cosa 一 sina 0 
sina cosa 0 0 
0 0 1 
[= . 
cosa —sing 0 
0 sina cosa 0 
0 0 L 


上 面 以 平面 刚 架 结构 为 例 作 了 说 明 。 对 于 空间 刚 架 结构 ,只 要 稍 作 推 广 就 可 得 到 相应 
的 计算 公式 。 所 不 同 的 是 ,平面 刚 架 结 构 节点 位 移 分 量 只 有 wu、v、0, 而 空间 刚 架 结 构 节 点 位 
移 分 量 为 uv、w、0,、0,、0.。 


习 题 


5-1 杆 系 结构 有 限 元 法 的 特点 是 什么 ? 

5-2 利用 对 称 及 反对 称 条 件 ,处 理 题 5-2 图 所 示 奉 架 结 构 。 

5-3 如 题 5-3 图 所 示 ,在 顶部 作用 有 轴 向 压力 P= 二 1000kN 
的 混凝土 阶梯 柱 , 上 、 下 两 段 的 横 截 面 面 积 A, 二 0. 5m’, A; 一 
0.6m ,车 混凝土 的 容重 Y= 二 22kN/m’, 弹性 模 量 已 一 2 Xx 
10*MPa, 试 计算 柱 顶 面 的 位 移 。 

5-4 ”如题 5-4 图 所 示 为 三 根 杆 组 成 的 简单 衍 架 结构 ,节点 
编号 及 单元 的 几何 、 材 料 参数 见 题 5-4 图 , 求 节点 1 的 位 移 及 各 
杆 内 力 。 

5-5 平面 衍 架 如 题 5-5 图 所 示 , 材 料 弹 性 模 量 玉 二 2X10'kg/cm? ,截面 积 A=1. 0cm?。 
求 节点 位 移 及 各 杆 内 力 。 

5-6 如 题 5-6 图 所 示 的 自由 体 结构 , 受 平衡 力 系 作用 , 问 用 有 限 元 法 分 析 问 题 时 ,边界 
条 件 如 何 处 理 ? 


题 5-2 图 
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30 cm 


题 5-6 图 


板 孝 问题 的 有 限 元 法 


本 章 介 绍 的 板 壳 包括 薄板 、 厚 板 、 薄 过 及 轴 对 称 过 。 主 要 介绍 平板 与 过 体 弯 曲 问题 的 有 
限 单元 法 。 


6.1 板 壳 弯曲 问题 有 限 元 法 概述 


工程 结构 中 , 若 构 件 一 个 方向 的 几何 尺寸 远 小 于 男 外 两 个 方向 的 几何 尺寸 , 且 存 在 中 
面 , 则 中 面 为 平面 的 称 为 板 , 中 面 为 曲面 的 称 为 过。 

根据 受 力 状态 的 不 同 , 板 又 分 为 弯曲 板 与 平面 应 力 板 。 如 果 板 受到 任意 力 系 作用 , 即 既 
有 面 内 载荷 ,又 有 垂直 于 板 面 的 载荷 , 则 板 处 于 弯曲 状态 ,用 有 限 元 法 分 析 时 ,用 板 单 元 模 
拟 ; 如 果 板 只 受到 面 内 载荷 , 则 板 处 于 平面 应 力 状态 。 工 程 中 的 各 种 箱 形 梁 、 箱 体 、 支 承 件 、 
工作 台 等 的 壁 板 均 可 以 简化 为 板 , 如 果 受 任意 力 系 作用 ,或 无 法 估计 其 受 力 状 态 , 一 般 应 采 
用 板 单元 分 析 。 本 章 主 要 讨论 薄板 单元 ,对 厚 板 单元 作 简 要 介绍 。 

壳 体 又 分 为 闭合 沉 体 ( 如 气体 容器 、 球 壳 等 ) 和 开口 壳 体 ( 如 房屋 项 盖 等 )。 壳 体 应 用 于 
许多 工程 结构 中 ,包括 压力 容器 潜艇 外 壳 、 舰 艇 飞行器、 机 身 和 机 愤 、 火 箭 外 壳 、 导 弹 汽车 
轮胎 混凝土 屋顶 等 。 本 章 简要 介绍 各 向 同性 薄 壳 单元 与 轴 对 称 壳 单元 。 

原则 上 ,也 可 以 利用 三 维 实体 单元 分 析 板 壳 结 构 , 并 可 以 避免 弹性 力学 简化 假设 引起 的 
误差 ,但 是 这 样 做 在 实际 分 析 中 遇 到 了 困难 。 其 一 ,在 用 实体 单元 对 结构 进行 离散 时 ,如 果 
网 格 适应 结构 的 几何 特点 ,单元 的 厚度 较 其 他 方向 的 尺寸 要 小 得 多 ,于 是 单元 在 不 同方 向 的 
刚度 系数 相差 过 大 ,从 而 导致 结构 整体 方程 的 病态 或 奇异 ,最 后 将 使 解 丧 失 精度 或 无 法 求 
解 。 反 之 ,为 了 避免 上 述 问题 ,保持 单元 在 各 个 方向 尺度 相近 ,将 导致 单元 总 数 过 分 庞大 ,而 
使 整个 分 析 过 程 难 以 进行 。 其 二 , 薄 壁 结构 承受 弯 矩 时 ,如 果 选 取 实 体 单元 分 析 , 且 在 厚度 
方向 的 单元 层 数 太 少 , 有 时 候 计算 误差 较 大 ,反而 不 如 板 过 单元 计算 准确 。 

由 此 可 见 , 将 实际 结构 简化 为 板 或 这, 既 可 以 满足 精度 ,又 节省 机 时 和 费用 ,所 以 板 单元 
与 过 单元 在 工程 中 得 到 了 广泛 应 用 。 

板 壳 弯曲 问题 的 有 限 元 法 , 同 其 他 问题 的 有 限 元 分 析 过 程 一 样 ,也 分 为 离散 化 、 单 元 分 
析 、 整 体 分 析 , 但 该 类 单元 一 般 不 能 满足 位 移 的 全 部 协调 性 要 求 ,所 以 单元 类 型 分 为 协调 元 
与 非 协调 元 。 本 章 将 针对 这 些 特 点 作 进一步 说 明 。 
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6.2 板 理 论 基础 


板 分 为 薄板 与 厚 板 。 由 弹性 力学 知 , 薄 板 是 指 板 厚 1 与 板 中 面 最 小 特征 尺寸 b 的 比值 
在 下 列 范围 内 的 平板 : 


1 1 1 | 
(而 ~ 南峰 <|$ 起 |] 
厚 板 是 指 板 厚 1 与 板 中 面 最 小 特征 尺寸 5 的 比值 在 下 列 范围 内 的 平板 : 
t 1 1 
天 全 | 
EL 
若 志 一 [页 一 高 ), 则 称 为 天虹 
根据 弯曲 板 的 变形 大 小 , 板 又 分 为 小 挠 度 板 与 大 挠 度 板 。 若 挠 度 与 板 厚 的 比值 较 小 时 ， 
由 弯曲 引起 板 中 面 的 拉 伸 可 以 忽略 , 称 为 小 挠 度 板 ,描述 问题 的 数学 方程 是 线性 的 。 若 挠 度 


与 板 厚 比值 较 大 时 ,由 弯曲 引起 板 中 面 的 拉 伸 不 可 以 忽略 , 则 称 为 大 挠 度 板 ,描述 问题 的 数 
学 方程 是 非 线性 的 。 


6.2.1 弹性 力学 薄板 理论 


薄板 小 挠 度 理论 也 称 为 薄板 理论 , 它 以 基 尔 霍 夫 (KirchhoffD) 假 设 为 基础 。 

1. 基 尔 霍 夫 假设 

基 尔 霍 夫 假 设 包括 以 下 内 容 : 

(1) 直 法 线 假设 : 垂直 于 中 面 的 截面 在 板 弯曲 后 保持 平面 并 且 仍 垂直 于 中 面 。 或 者 
说 ,变形 前 的 中 面 法 线 , 在 变形 后 仍 为 直线 ,而 且 垂直 于 变形 后 的 中 面 ,法 线 长 度 保持 不 变 。 

这 一 假设 说 明 ,y,. =7,. 二 0,e.= 二 0, 于 是 有 zs = 二 zt 二 0。 

(2) 中 面 无 伸缩 假设 : 挠 度 比 厚度 小 得 多 ,薄板 弯曲 时 中 面 不 产生 伸缩 变形 。 

这 一 假设 说 明 , 板 弯曲 时 中 面 内 各 点 均 无 平行 于 中 面 的 位 移 , 即 z=0 时 ,x 一 z 一 0。 

(3) 平行 于 中 面 的 层 间 无 挤 压 假设 : 法 向 应 力 分 量 比 其 他 应 力 分 量 小 ,可 以 忽略 , 即 认 
为 oc. 二 0。 

基 尔 霍 夫 假设 使 三 维 问题 的 六 个 应 力 分 量 和 六 个 应 变 分 量 减 少 为 三 个 应 力 分 量 和 三 个 
应 变 分 量 (类 似 于 平面 问题 ) 。 应 该 注意 到 c. .cy 不 等 于 零 ,se- 就 不 可 能 为 零 , 可 见 薄 板 的 小 
挠 度 理论 只 是 一 种 近似 理论 。 但 是 ,对 于 大 多 数 薄板 问题 用 薄板 理论 求 得 的 解 与 用 三 维 弹 
性 理论 求 得 的 解 差别 很 小 ,因而 薄板 理论 得 到 了 广泛 的 应 用 。 


2. 控制 方程 
由 假设 (1) 和 (3) ,薄板 问题 的 几何 方程 为 
qu gv gw 0 
二 光 3 é& 二 
du | dv du | 9w gm | gw 
Yry a Tas y= a ee 0, 7 st a 0 (6-1) 


由 号 一 0 可 知 ,z 是 二 、y 的 函数 , 即 
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w= wr,y) 


也 就 是 说 , 挠 度 z 不随 板 的 厚度 变化 。 将 式 (6-1) 中 的 7 和 7Y, 对 z 积分 ,得 到 
u =— ry), v = tey) 


式 中 w(zyy)、w(Czy) 分 别 为 中 面 沿 工 方向 和 > 方向 的 位 移 。 对 于 各 向 同性 板 , 由 基 尔 堆 
夫 假设 (2) ,一 般 认 为 we 一 mm 二 0, 于 是 板 内 任 一 点 的 位 移 为 


加 ow am 
一 (zyy)， 一 二 a (6-2) 
将 式 (6-2) 代 入 式 (6-1) ,可 将 几何 方程 写成 如 下 的 矩阵 形式 : 
_ gw 
9r’ 
grw 
{e}=z 3 = z{X} (6-3) 
_ ,9w 
axzay 
其 中 
32 
xz2 
稚 
gw 
{X} = 4xy t= 一 于 (6-4) 
Xry zt 
azay 


通常 将 {xX} 称 为 薄板 的 广义 应 变 ,X: .Xs 分 别 为 弹性 曲面 在 工 方向 和 y 方向 的 曲率 ,Xes 表示 
弹性 曲面 在 z-y 方向 的 扭 率 。 


因 一 各 表示 弹性 曲面 绕 y 轴 的 转角 ， 可 记 和 , = 一 了 e， 而 弛 表示 弹性 曲面 绕 z 轴 的 转 
角 , 可 记 由 一 各 ,于 是 板 内 任 一 点 的 位 移 式 (6-2) 可 表示 为 如 下 形式 ， 


w= wx,y), u= WH,, v=— 
由 于 ww、0,、0, 都 是 zx 、y 的 函数 ,薄板 中 具有 相同 zx、y 坐标 的 点 ,其 w、0,、0, 也 相同 ,所 
以 可 将 中 面 内 点 的 mw、0. .0, 称 为 广义 坐标 ,于 是 中 面 上 一 点 的 位 移 向 量 为 


9w 
{f} = 10.7= 1 9y (6-5) 
0 |_aw 
在 式 (6-5) 所 表示 的 位 移 向 量 中 ,由 于 0,、0, 完全 由 ww 确定 ,所 以 构造 薄板 的 位 移 函 数 
归结 为 构造 w(x,y)。 


6.2.2 板 的 横向 剪 切 变形 理论 


基于 基 尔 霍 夫 假设 的 薄板 理论 忽略 了 横向 剪 切 变形 的 影响 ,所 以 薄板 理论 的 计算 结果 
与 实验 值 相 比 ,总 是 低估 了 挠 度 ,高 估 了 固有 频率 。 
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对 于 厚 板 , 必 须 考 虑 横向 剪 切 变形 的 影响 。 厚 板 理论 虽然 抛弃 了 薄板 理论 的 假定 ,但 它 
本 身 又 是 三 维 理论 的 一 种 简化 。 目 前 ,工程 上 应 用 的 中 厚 板 理论 主要 有 汉 凯 - 麦 德 林 一 阶 
剪 切 变 形 理论 和 卡 罗 姆 - 莱 迪 (Reddy) 简 单 高 阶 剪 切 变形 理论 。 

板 的 横向 剪 切 变形 理论 假定 ,原来 垂直 于 板 中 面 的 直线 在 变形 后 仍 保持 直线 ,但 由 于 横 
向 剪 切 变形 的 结果 ,不 一 定 再 垂直 于 变形 后 的 中 面 。 剪 切 变形 理论 的 位 移 函 数 为 


MTyyyz) 一 txo(CZyy) 十 ss(CZyy) 


VCzZyyyz) 一 mm(zyy) 十 zy(Czyy) (6-6a) 
Z(Zyyyz) = wo (x,y) 
其 中 wo vo ,wo 表示 板 中 面 位 移 ,y, 、y, 分 别 表示 绕 y 轴 和 之 轴 的 剪 切 旋转 ,共有 五 个 未 知 
量 。 对 于 各 向 同性 板 ,w 二 w 二 0, 只 有 三 个 基本 未 知 量 。 
一 阶 理论 不 满足 在 板 上 下 表面 剪 应 力 为 零 的 条 件 , 为 此 ,Reddy 提出 了 精细 的 高 阶 理 
论 , 其 位 移 场 为 


z dw(r, 
u(x,y,2) = uo (X,Yy)+ =[ 生 (zy) 全 ] (ge + ]] 


4 
3 
VCzyyyz) = wo(zyy) 十 z [4 13) 二 (z=) (4 | C6-6b) 
(CTZyyyz) = wo (XT,y) 
近 十 年 来 人 们 还 提出 了 二 阶 以 上 的 高 阶 理论 ,这 里 不 再 介绍 。 由 于 考虑 了 横向 前 切 ,前 
切 变形 理论 中 应 力 和 应 变 都 是 5 个 分 量 (不 考虑 6 与 s-) 。 


6.3 薄板 弯曲 问题 的 有 限 元 法 


6.3.1 离散 化 


有 限 元 分 析 时 ,通常 把 薄板 离散 成 四 边 形 或 三 角形 单元 ,它们 通过 节点 互相 连接 。 由 于 
相 邻 单元 间 有 力矩 传递 ,所 以 必须 把 节点 看 成 是 刚 接点 ,每 个 单元 所 受 的 非 节点 载荷 仍 按 静 
力 等 效 原则 移 置 到 节点 上 。 


6.3.2 ”和 矩形 薄板 单元 


矩形 薄板 单元 如 图 6-1 所 示 。 

1. 位 移 函 数 的 选取 

由 前 面 分 析 知 ,矩形 薄板 单元 有 12 个 自由 度 ,而 薄 
板 的 变形 只 取决 于 板 的 = 向 抄 度 也 ,rw 只 是 x 、y 的 函数 ， 
因此 可 取 位 移 函 数 为 

也 一 ai 十 asz 十 asy 十 az2z 十 aszy 十 asy2 十 azza 十 
aszzy 十 aozy2z 十 aoy 十 alzsy 十 azzy3 (6-7) 

2. 位 移 函 数 的 收敛 性 分 析 

(1) 单元 内 位 移 函 数 是 连续 的 。 

(2) 位 移 函 数 的 前 三 项 反映 了 单元 的 刚体 位 移 。 


图 6-1 和 矩形 薄板 单元 


第 6 章 ” 板 过问 题 的 有 限 元 法 


PO OO OOOO RR BN 


w=a 反映 了 单元 沿 < 方向 的 刚体 平移 ,0, ee 与 一 一 塞 一 一 a 分 别 反 映 了 


9 
单元 绕 工 轴 和 > 轴 的 刚体 转动 。 
(3) 位 移 函 数 的 二 次 项 反映 了 单元 的 常 应 变 。 


dw 


对 板 件 而 言 ,党 应 变 指 常 曲率 与 常 所 率 ,曲率 入 一 一 了 轨 一 一 264 与 如 一 一 全 一 一 2a 
分 别 反 映 了 之 方 向 与 y 方向 常 曲率 状态 ,所 率 ,一 一 2 芒 吕 一 一 2as 反映 了 +、y 方向 常 所 
(4) 相 邻 单元 公共 边界 上 位 移 的 协调 性 分 析 
如 图 6-2 所 示 , 以 12 边 为 例 ,分 析 相 邻 单元 公共 边界 上 位 移 ei pd 
cd | X33, 


的 协调 性 。 
在 12 边 上 ,y 二 一 5b, 所 以 找 度 w 是 x 的 三 次 函数 ,于 是 可 
假定 
w= 及 十 Bz 十 Bx 十 Bx (6-8) 
由 节点 1 和 节点 2 处 的 两 个 节点 位 移 ww ,ws 以 及 切线 转角 0, 一 


一 [器 ) ,= 一 ( 器 】 ,就 可 以 唯一 确定 式 (6-8) 中 的 四 个 待定 


对 于 以 12 边 为 公共 边 的 两 个 相 邻 单元 来 说 ,由 于 两 个 单元 在 节点 1 和 节点 2 有 相同 的 
ro On szos 、0w ,两 个 单元 根据 这 四 个 条 件 能 确定 完全 相同 的 挠 度 表 达 式 (6-8), 也 就 是 说 ， 
这 两 个 单元 在 公共 边界 上 的 挠 度 相同 。 这 就 保证 在 单元 公共 边界 上 挠 度 w 的 连续 性 ,同时 


也 保证 了 切 向 转角 以 一 一 灾 的 连续 性 。 


男 一 方面 ,在 12 边 上 ,法 向 导数 0. 一 字 也 是 x 的 三 次 函数 ,可 假定 为 
0 = 二 yx 二 yr 二 yr (6-9) 
式 (6-9) 的 四 个 待定 系数 需要 四 个 条 件 来 确定 。 节 点 1 和 节点 2 只 能 提供 两 个 条 件 0 .0 ， 
而 这 两 个 条 件 不 能 唯一 地 确定 四 个 待定 系数 。 这 样 , 两 个 相 邻 单元 在 公共 边界 12 上 的 法 向 
导数 不 一 定 相同 。 也 就 是 说 位 移 函 数 不 能 保证 单元 间 边 界 上 法 向 导数 的 连续 性 。 
综 上 所 述 ,矩形 单元 的 位 移 函 数 (6-7) 反 映 了 单元 的 刚体 位 移 和 常 应 变 条 件 , 相 邻 单元 
的 位 移 协调 性 要 求 只 是 部 分 得 到 满足 ,因而 , 它 是 一 个 非 协调 单元 。 


6.3.3 三 角形 薄板 单元 
三 角形 薄板 单元 如 图 6-3 所 示 。 由 于 三 角形 单元 能 较 好 地 适应 复杂 的 边界 形状 ,在 实 
2， 际 中 得 到 了 较 多 的 应 用 。 
<Z 如 果 位 移 函 数 仍 取 zy 的 多 项 式 , 则 因 三 角形 薄板 单元 有 9 个 
J 自由 度 , 故 位 移 函 数 应 包括 9 项 ,下 面 先 考查 一 个 完整 的 三 次 多 项 
式 , 即 
图 6-3 三 角形 薄板 单元 a 十 oz 十 oay 十 oz 十 oszy 十 os 六 十 mr 好 十 asz2y 十 aozy: 十 ao 六 
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式 中 前 三 项 反映 刚体 位 移 ,二 次 项 反映 常 应 变 ,都 必须 保存 ,以 满足 收敛 性 的 必要 条 件 。 为 
了 选 9 项 ,只 能 从 4 个 三 次 项 中 选 3 项 。 但 是 ,这 样 做 很 难保 证 对 于 z 和 y 的 对 称 性 。 为 了 
保证 对 于 zz 和 yy 的 对 称 性 ,可 以 考虑 选取 以 下 形式 的 多 项 式 : 

(zyy) 一 ai 十 az 十 ay 十 az2 tasy tar arriyt asry’ + ayy’ 


= zy x Fa ny xy lta} 
= [P(xz,y)]{a} (6-10) 
式 中 fa}= [a az Qa3 a Qas Qas ar as mm]7,[LP(z,y)] 为 行 向 量 。 
或 者 选取 以 下 形式 的 多 项 式 : 
(zyy) 一 al 十 az 十 asy 十 azy 十 az 十 as 加 十 ozzs 十 as(z2y 十 zy2) 十 as 史 
一 [lzy ay rz yy 2 Tyt+ry’ yt{a} 
= [P(xz,y)]{a} (6-11) 


式 中 P(x,y) 为 行 向 量 ,但 表达 式 与 式 (6-10) 中 不 同 。 
按照 与 2.2 节 相 类 似 的 方法 ,可 求 得 [N]。 把 节点 坐标 代入 式 (6-10) 或 式 (6-11), 得 到 


{6}° = [G]{a} (6-12) 
ta}= [G1]™ {6 (6-13) 

将 式 (6-13) 代 入 式 (6-10) 或 式 (6-11), 有 
w= [P(z,y)][G]™ {060} = [N] {0}° (6-14) 


其 中 
[N]= [PCz,y)][G]” 
=[N: Na Ny N: Nz Ne N Na Ns] (6-15) 
将 式 (6-14) 代 入 式 (6-4) 中 得 到 


{X} = [B]{6}° (6-16) 
其 中 
aN Na FNy FN 证 
Ar ar’ 9r’ oar ar’ 
aN Na TNy FN: . Ny 
| ay 5 5 ay a eh 
ON ,Na > 32No 29N .. 2» 0°Ny 
9r9y gzx9y 9zay azoy Dzgy Jaxo 
单元 刚度 矩阵 为 
[£]° =|| By"rp/] [B]dzdy (6-18) 
R 
其 中 
lp 0 
应 1 和， 
[Dr]= Taa 可 | 
A 站 i 


上 述 两 种 三 角形 薄板 单元 的 位 移 函 数 均 满足 单元 边界 上 位 移 的 连续 性 ,但 是 不 满足 法 
向 导数 的 连续 性 ,因而 是 非 协调 单元 。 


第 6 章 。 板 壳 问题 的 有 限 元 法 

应 当 指 出 ,位移 函数 式 (6-10) 忽 略 了 剪 切 项 zy, 位 移 函 数 式 (6-11) 存 在 一 个 隐患 , 当 单 

元 为 底 边 平行 于 x 轴 或 y 轴 的 等 腰 三 角形 单元 或 者 是 两 边 平行 于 x 轴 和 > 轴 的 等 腰 三 角 

形 时 , 式 (6-12) 中 的 [G] 为 奇异 阵 ,无 法 求解 {a}。 这 时 可 通过 重新 划分 网 格 或 重新 选择 位 
移 函 数 来 处 理 , 也 可 采用 面积 坐标 分 析 。 详 细 情 况 可 参阅 有 关 书 籍 。 


6.3.4 小 片 试 验 


前 面 介绍 的 矩形 薄板 单元 与 三 角形 薄板 单元 都 是 非 协调 单元 ,构造 它们 的 位 移 函 数 时 
必须 保证 反映 刚体 位 移 和 常 应变 , 所 以 非 协调 元 必须 是 完备 的 。 但 是 非 协调 单元 的 收银 性 
得 不 到 保证 ,这 将 使 人 们 对 它 的 实际 应 用 引起 怀疑 。 

在 板 壳 问 题 中 ,构造 完全 协调 的 单元 是 很 困难 的 ,除了 数学 推导 的 繁琐 外 ,还 有 占用 内 
存 多 .计算 费时 、 费 用 高 等 一 系列 缺陷 。 因 而 在 板 壳 问题 中 大 量 使 用 的 是 非 协调 元 。 计 算 表 
明 , 许 多 完备 的 非 协 调 元 计算 结果 比 相 应 的 协调 元 还 要 好 ,但 有 的 不 收敛 或 收敛 到 错误 解 。 
因而 ,对 于 非 协 调 单元 必须 检验 其 收敛 性 。 解 决 这 一 问题 的 是 由 Irons 提出 的 小 片 试验 , 它 
是 非 协调 元 收敛 的 充分 条 件 。 

如 果 单 元 尺寸 减 小 ,连续 性 可 以 恢复 的 话 ,前 面 建立 的 有 限 元 公式 仍 将 趋 于 正确 解 ,其 
条 件 是 : 

(1) 常 应 变 条 件 自 动 保 证 位 移 连 续 ; 

(2) 常 应 变 准 则 被 满足 。 

为 了 检验 由 非 协 调 元 组 成 的 网 格 是 否 满足 上 述 条 件 , 必 须 把 对 应 于 任意 常 应 变 位 移 场 
的 节点 位 移 施 加 到 任意 的 单元 小 片上 ,在 没有 施加 外 部 节点 载荷 的 情况 下 ,节点 平衡 满足 ， 
并 同时 得 到 常 应 变 状态 。 显 然 ,由 于 单元 间 位 移 不 连续 并 未 造成 外 力 功 的 损失 。 

如 果 单 元 小 片 通过 这 样 的 小 片 试验 ,该 非 协调 元 将 收敛 。 


考虑 如 图 6-4 所 示 的 单元 小 片 ,其 中 至 少 有 一 个 节点 被 单元 所 包围 
(如 节点 D ,节点 守 的 平衡 方程 为 


D610)= 人 (6-19) VS 
小 片 试验 是 指 : 当 赋 予 单元 小 片 各 节点 以 常 应 变 状态 相应 的 位 移 /oN 


值 时 ,检验 式 (6-19) 是 否 满足 。 如 能 满足 , 则 认为 通过 小 片 试 验 。 由 弹 图 6-4 单元 小 片 
性 力学 平衡 方程 可 知 ,与 常 应 变 ( 即 常 应 力 ) 状 态 相应 的 载荷 条 件 应 为 外 
力 为 零 , 即 {Fp,} 二 0, 所 以 小 片 试验 要 求 赋予 节点 以 常 应 变相 应 的 位 移 场 时 ,下 式 成 立 。 


之 [人 好] to 一 0 

小 片 试验 的 另 一 种 做 法 是 : 当 单元 小 片 的 边界 节点 赋予 和 常 应 变相 应 的 位 移 函 数 表达 

式 时 ,求解 小 片 的 平衡 方程 
[K]{6}= 0 (6-20) 

其 中 , [K] 为 小 片 的 整体 刚度 矩阵 , {6} 为 小 片 的 节点 位 移 向 量 。 求 解 过 程 中 ,把 边界 节点 
位 移 值 作为 约束 条 件 引 入 。 求 得 的 节点 i 的 位 移 如 果 与 用 常 应 变 位 移 函 数 计算 的 节点 i 的 
位 移 值 一 致 ,并 且 单元 应 变 值 也 一 致 , 则 认为 通过 了 小 片 试验 。 

例如 图 6-5 所 示 的 矩形 薄板 单元 小 片 , 设 域内 有 一 常 应 变 位 移 场 
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面 三 1 十 3 十 47 一 222 十 4y7 一 5xy (6-21) 
将 各 节点 的 坐标 值 代入 上 式 , 可 得 到 各 节点 的 w;、0; 、0y (i 二 1， 
2,…,9)。 现 将 边界 节点 的 w;、0; 、0; 作 为 已 知 位 移 边 界 条 件 ， 
然后 用 前 节 的 矩形 薄板 单元 求解 图 6-5 的 网 格 , 求 得 的 节点 5 | [| 
的 ws 、0.s 、0,s 如 果 与 原先 用 常 应变 位 移 场 式 (6-21) 求 得 的 值 ”yi 人 CTS fea.1.5) 
相同 ,并 且 单 元 应 变 值 也 一 致 , 则 认为 此 矩形 薄板 单元 通过 了 如 全 
小 片 试验 ,一 定 收 人 化。 可 以 证 明 , 前 面 讨论 的 非 协 调 矩 形 薄 板 1(0.0) 2(2.0) 3(4.0) E3 
单元 和 非 协调 三 角形 薄板 单元 均 可 通过 小 片 试验 ,因而 是 收 
敛 的 。 


6.3.5 离散 的 基 尔 霍 夫 理论 薄板 单元 


前 面 介绍 的 薄板 矩形 单元 和 三 角形 单元 公式 简单 ,编程 容易 ,但 收敛 性 以 通过 小 片 试验 
为 条 件 ,使 用 范围 受到 限制 。 此 外 ,即使 收敛 也 是 非 单调 的 ,不 能 对 解 的 上 界 或 下 界 做 出 估 
计 。 因 此 在 板 弯 曲 有 限 元 分 析 的 研究 中 ,人 们 对 拟 协调 元 和 广义 协调 元 的 研究 相当 重视 。 
离散 的 基 尔 霍 夫 理论 薄板 单元 就 是 一 种 放松 了 直 法 线 假 设 的 拟 协 调 元 。 
离散 的 基 尔 霍 夫 理论 薄板 单元 (简称 为 DKT) 在 薄板 单元 家 族 中 占有 重要 地 位 , 它 不 仅 
精度 高 ,使 用 可 靠 ,而 且 运行 效率 高 ,因而 为 许多 工程 软件 所 采用 。 它 的 基本 思想 是 采用 包 
括 横向 剪 切 变形 的 厚 板 理 论 构 造 单元 ,基本 未 知 量 为 挠 度 和 剪 切 转角 J 、y,。 由 于 薄板 问 
题 可 以 忽略 横向 剪 切 应 变 , 因 而 可 以 忽略 横向 剪 切 能 量 ,并 在 节点 上 强制 基 尔 霍 夫 假设 成 
立 , 它 只 要 求 相 邻 单元 公共 边界 上 位 移 的 连续 性 。 
DKT 单元 以 一 阶 剪 切 变形 理论 为 基础 ,位 移 场 为 (不 考虑 中 面 位 移 ) 
u = zr (x,y) 
v= zj, (rx,y) (6-22) 
w= wz,y) 
代入 弹性 力学 空间 问题 的 几何 方程 ,得 到 横向 剪 切 应 变 的 表达 式 ,再 应 用 平面 应 力 与 应 
变 关系 得 到 应 力 分 量 cx ,ay \re 的 表达 式 , 应 用 弹性 力学 空间 问题 物理 方程 确定 应 力 分 量 
re st 的 表达 式 。 
以 DKT 三 角形 单元 为 例 ,说 明 建立 DKT 单元 的 大 致 过 程 。 
DKT 三 角形 单元 的 每 个 节点 有 3 个 自由 度 (vw;、ys 、W), 共 有 9 个 自由 度 。 建 立 DKT 
三 角形 单元 的 公式 基于 以 下 假定 : 
(1) 办、 加 在 单元 上 二 次 变化 。 
(2) 在 边界 上 强加 基 尔 霍 夫 假设 。 
(3) 挠 度 ww 沿 单元 边界 呈 三 次 变化 。 
(4) 变形 前 的 中 面 法 线 在 变形 后 绕 法 线 的 剪 切 转角 y, 沿边 界 呈 线性 变化 。 
通过 假定 ww 沿 单元 边界 三 次 变化 ,可 以 建立 剪 切 旋 角 和 挠 度 w 的 关系 。w 沿 单元 边界 


旺 三 次 变化 , 找 度 的 切 向 导数 及 变形 前 的 中 面 法 线 在 变形 后 绕 切 线 的 剪 切 转角 y, 沿 音 


9s 
元 边界 二 次 变化 , 几 沿边 界 呈 线性 变化 ,它们 满足 单元 间 边 界 上 的 连续 性 条 件 , 可 见 DKT 
单元 是 放松 了 直 法 线 假设 的 拟 协 调 单元 (只 在 角 节 点 满足 直 法 线 假设 )。 由 于 忽略 了 剪 切 应 


图 6-5 扼 形 薄板 单元 小 片 
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变 能 ,并 且 在 单元 边界 上 强加 了 基 尔 霍 夫 假设 ,所 以 一 定 收敛 到 经 典 薄板 理论 解 。 


6.4 厚 板 单元 简介 


在 薄板 理论 中 采用 了 板 中 面 直 法 线 假设 ,节点 位 移 中 的 转角 不 是 独立 变量 ,未 能 反映 前 
切 变形 的 影响 ,因此 不 适用 于 厚 板 。 当 放弃 薄板 的 直 法 线 假设 ,将 节点 位 移 和 转角 作为 独立 
的 场 函数 时 ,就 可 以 得 到 适用 于 厚 板 的 单元 。Mindlin 板 单 元 就 是 一 种 较 简单 的 厚 板 单元 。 
Mindlin 板 单元 的 位 移 函 数 可 设 为 


i 
| [N]{6}° (6-23) 


内 
与 平面 应 力 问题 类 似 , 可 得 到 各 种 节点 情况 下 的 有 限 元 表达 式 。 这 里 不 介绍 有 关内 容 。 
但 需要 指出 ,Mindlin 板 单元 用 于 薄板 时 ,有 限 元 表达 式 的 准确 积分 却 得 到 了 令 人 失望 的 结 
果 。 这 是 因为 ,对 于 薄板 ,横向 剪 切 影响 可 以 忽略 , 即 要 求 


hw 
| 
7 二 如 十 守 


这 一 附加 的 约束 导致 了 刚度 矩阵 的 刚 化 ,这 一 现象 称 之 为 “ 剪 切 闭锁 *。 可 采用 减 缩 积分 技 
术 解 决 上 述 问 题 。 为 了 克服 剪 切 闭锁 ,人 们 还 研究 出 一 系列 不 出 现 剪 切 闭 锁 的 厚薄 板 通用 
单元 ,如 Heterosis 单元 .广义 协调 元 、 拟 协调 元 和 Coons 单元 。 


6.5 壳 理 论 简介 


薄 充 理论 基于 基 尔 霍 夫 - 拉 夫 (Kirchhoff-Love) 假 设 , 即 ,中 面 的 法 线 在 变形 后 仍 为 直 
线 并 垂直 于 变形 后 的 中 面 ,没有 壳 厚 度 方向 的 拉 伸 变形 。 通 常 的 薄 壳 理论 是 由 南 迪 
(Naghdi) 、 伯 特 (Bert)、 科 尧 (Kraus) 、 安 姆 巴 沙 米 扬 (Ambartsumyan) 和 兰 兰 索 (Vlasov) 等 
人 提出 的 。 安 姆 巴 沙 米 扬 (Ambartsumyan) 首次 研究 了 层 合 正 交 各 向 异性 过。 道 恩 
(Dong) \ 皮 斯 特 (Pister) 和 泰勒 (Taylor) 等 研究 了 各 向 异性 材料 层 合 薄 过 ,并 把 层 合 板 理 论 
推广 为 道 南 尔 (DonnelD) 空 心 过 理论 。 

上 述 理论 均 以 基 尔 霍 夫 -拉夫 假设 为 基础 ,忽略 了 横向 剪 切 变形 , 称 之 为 拉夫 一 阶 近似 
理论 。 在 下 列 条 件 下 可 以 得 到 足够 准确 的 结果 : @ 径 厚 比 很 大 ; @ 动 力 激励 是 在 低频 范围 
内 ; 四 材料 各 向 异性 不 严重 。 

但 这 些 理论 应 用 于 层 合 各 向 异性 复合 材料 壳 分 析 时 , 挠 度 . 应 力 和 频率 的 误差 大 
于 30%。 

古 兰 底 (Gulati) 等 人 研究 了 圆柱 壳 的 横向 前 切 变 形 和 横 观 各 向 同性 ,以 及 厚度 方向 热 
膨胀 的 影响 , 囊 特 尼 CWhitney) 和 苏 恩 (Sun) 发 展 了 层 合 圆柱 过 的 剪 切 变形 理论 , 它 包 括 了 
横向 剪 切 变形 .横向 法 向 应 变 和 拉 伸 应 变 的 影响 。 瑞 迪 (Ready) 把 塞 德尔 (Sander) 壳 理论 
推广 到 层 合 双 曲 型 各 向 异性 壳 , 它 包括 了 横向 剪 切 影响 和 卡门 非 线性 应 变 。 

以 下 介绍 各 向 同性 薄 壳 单元 。 


gw 
9y 


0 (6-24) 


0, yx =+ 
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6.6 三 角形 平板 薄 壳 单元 


一 般 薄 壳 分 析 中 有 曲面 薄 壳 单元 (包括 深 壳 单元 和 扁 壳 单元 ) 和 平板 薄 壳 单元 。 在 壳 体 
分 析 时 , 常 采 用 折 板 代 蔡 薄 壳 的 方法 , 即 用 三 角形 或 矩形 薄板 单元 的 组 合 代替 壳 体 。 如 
图 6-6(a) 是 由 三 角形 板 单元 组 成 的 任意 薄 壳 ,如 图 6-6(b) 是 由 矩形 板 单元 组 成 的 棱柱 面 薄 
过 。 其 中 三 角形 平板 单元 应 用 较 广 ,实用 价值 最 大 , 它 可 以 适应 壳 体 的 复杂 外 形 , 而 且 收 敛 


性 好 
(9) (b) 


图 6-6 用 折 板 代替 薄 壳 


6.6.1 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 


平板 薄 壳 单元 可 以 看 成 是 平面 应 力 单元 和 平板 弯曲 单元 的 组 合 ,因而 其 单元 刚度 矩阵 
可 以 由 这 两 种 单元 的 单元 刚度 矩阵 组 合 而 成 。 

三 节点 平板 薄 过 单元 的 节点 位 移 如 图 6-7 所 示 ,其 中 图 (a) 为 平面 应 力 状 态 , 图 (b) 为 这 
曲 应 力 状态 ,局 部 坐标 系 Oxy 建立 在 单元 所 在 平面 内 。 


vl br ON wi 
(a) (b) 
图 6-7 薄 壳 单元 的 节点 位 移 
对 于 平面 应 力 状态 ,有 
{/}= = [Nt 
v 
{0} =[wu wv wu ve us vl] 
全 = [B*]{8°} 
[kJ =|| 8°]* [LD*] 1B? Jdrdy (6-25) 


4 
其 中 ,[B*]、[D*]、[N?*] 具 体 表达 式 参 见 第 2 章 。 上 标 p 表示 平面 应 力 状 态 。 
对 于 弯曲 应 力 状态 ,单元 应 变 取 决 于 节点 在 x 方 向 的 找 度 包 , 绕 工 轴 的 转角 0. 及 绕 
y 轴 转 角 0,。 三 角形 薄板 单元 的 每 个 节点 有 3 个 自由 度 (ww;,0;,0;), 共 有 9 个 自由 度 ,而 
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且 有 
= [2 天 - 
一 (到 |， 束 = 一 (到 ) (6-26) 
三 角形 薄板 单元 的 位 移 函 数 可 选择 以 下 两 个 多 项 式 的 任 一 个 
WZy)= a taztaytiaz tay ax itary azy’ 十 四 天 (6-27) 


记 (zy) 一 o 十 oaz 十 ay 十 azy 十 oz2 tay ar ta (zy zy’ ) 十 ao 


(6-28) 
单元 节点 位 移 向 量 为 
{y= [Ww On Ox we O02 Or ws Os 0s] (6-29) 
由 式 (6-4)、 式 (6-15) 一 式 (6-18) 可 以 得 到 
{X} = [B:]{0} 
gw gw gd2vw 1T 
地 zx? ay 3z35 | 
[#1]= Br Ep] LB’ Jardy 
1 yp 0 
[D]= Ta 让 (6-30) 
六 0 0 i 


其 中 ,上 标 5 表示 平板 弯曲 状态 。 

把 平面 应 力 状 态 和 弯曲 应 力 状 态 加 以 组 合 后 ,单元 每 个 节点 的 位 移 向 量 和 节点 力 向 
量 是 

{6:}= [wu vi wi Os Ox Os]', {Fi}= [Fs Fy Fs Ms Me Ma] 

(6-31) 

需要 指出 的 是 ,在 局 部 坐标 系 中 ,节点 位 移 不 包括 0; ,但 是 为 了 下 一 步 将 局 部 坐标 系 的 
单元 刚度 矩阵 转换 到 整体 坐标 系 , 并 进而 进行 集成 ,需要 将 0; 也 包括 在 节点 位 移 中 ,并 在 节 
点 力 中 相应 增加 一 个 虚拟 弯 和 矩 Ma 。 

由 于 平面 应 力 状 态 下 的 节点 力 {F?} 与 弯曲 状态 下 的 节点 位 移 {6?} 互 不 影响 ; 弯曲 应 
力 状 态 下 的 节点 力 { 玫 ?与 平面 应 力 状态 下 的 节点 位 移 {68} 互 不 影响 ; 所 以 组 合 应 力 状 态 
下 的 平板 薄 壳 单元 的 单元 刚度 矩阵 如 图 6-8 和 下 式 所 示 。 


(6-32) 


000 0 0i0 
式 中 的 矩阵 [及 ] 和 [&&] 分 别 是 平面 应 力 问 题 和 薄板 弯曲 问题 的 相应 矩阵 。 三 角形 平板 薄 
这 单元 的 单元 刚度 矩阵 是 18X18 阶 和 矩阵, 矩形 平板 薄 壳 单元 的 单元 刚度 矩阵 是 24 X24 阶 
矩阵。 
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图 6-8 ”由 平面 应 力 和 注 板 弯曲 的 刚度 和 矩阵 组 合成 注 壳 单元 刚度 矩阵 


6.6.2 单元 刚度 矩阵 从 局 部 坐标 系 到 整体 坐标 系 的 转换 


6.6.1 节 导 出 了 单元 在 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 , 即 以 单元 的 中 面 为 zxOy 面 ,x 轴 
垂直 于 单元 的 中 面 , 为 了 建立 系统 的 刚度 矩阵 ,需要 确定 一 个 整体 坐标 系 ,并 将 各 单元 在 局 
部 坐标 系 中 的 刚度 阵 转换 到 整体 坐标 系 中 ,然后 加 以 组 装 。 

现 用 x 、y’、x' 表 示 整 体 坐 标 ,局 部 坐标 仍 用 xz、y、z 表示 ,参见 图 6-9。 


6-9 ”局 部 坐标 系 (zx、y、z) 与 整体 坐标 系 (x 、y 、z ) 


仍 以 三 角形 平板 薄 壳 单元 为 例 .在 局 部 坐标 系 中 的 节点 i 的 节点 位 移 和 节点 力 为 
{06}= [wu vi ri Os Oy 0s]™ 
一 [hs BP FE: Me WW, MT (6-33) 
整体 坐标 系 中 节点 i 的 节点 位 移 和 节点 力 为 
= [WT 
{Fi}= [Fs Fs Fs Ms Me Ms] (6-34) 
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节点 位 移 和 节点 力 在 两 个 坐标 系 中 的 变换 为 
{0}= [L]{60:}, {Fi}= [LI]{F:} (6-35) 
其 中 
cos(zx’,z) cos(y' ,xz) cos(z’,zx) 0 0 0 
cos(z',y) cos(y ,y) cos(z’,y) 0 0 0 
[L]= cos(z',z) cos(y ,2) cos(z’,z) 0 0 0 
0 0 0 cos(z’ ,rz) cos(y ,rz) cos(z zz) 
0 0 0 cos(z' ,y) cos(y ,y) cos(s,y) 
0 0 0 cos(z',z) cos(y ,=) cos(z =) 


(6-36) 
而 (zx ,zx) 表 示 xz 轴 到 xz ' 轴 的 转角 ,或 者 说 ,cos (zx ,zx)、cos(y ,zj)cos(x ,zz) 表 示 工 轴 在 
zy 坐标 系 中 的 方向 余弦 ,其 余 类 同 。 
把 整个 单元 在 整体 坐标 系 中 的 节点 位 移 向 量 和 节点 力 向 量 分 别 用 {8 3} 和 {F'}* 表示 ， 
由 以 上 变换 ,得 到 


{6}° = [T]{0}°, {F} = [T]{F'}Y 《6-37) 
式 中 
各 [0] | 
[T]=| [0] [IL] [0] (6-38) 
[0] [ol [LZ] 
把 式 (6-37) 代 入 局 部 坐标 系 中 单元 节点 力 向 量 和 节点 位 移 向 量 的 关系 式 
{Fy = [kJ]°{6}° (6-39) 
得 到 
{Fy = [TI [LY{0 = [TIT [RIT] OY 一 [人 (6-40) 
于 是 ,有 
[kJ = [TJ™ [#]°[T] (6-41) 


其 中 ,[k']" 即 单元 在 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 ,由 于 [T] 是 正 交 和 矩阵 , 故 [T]-: = 
[T]7, 所 以 由 上 式 可 得 到 
err= [eri 
i [TT (6-42) 
组 装 整 体 坐标 系 中 的 各 单元 刚度 矩阵 和 载荷 向 量 , 就 可 以 得 到 系统 的 整体 平衡 方程 。 
求解 得 到 整体 坐标 系 内 的 整体 节点 位 移 向 量 {6 } ,然后 再 求 出 局 部 坐标 系 中 的 单元 节点 位 
移 向 量 {6}* ,并 进而 计算 单元 内 的 应 力 等 。 
有 一 个 特殊 情况 必须 注意 。 如 果 交 汇 于 1 个 节点 的 各 单元 在 同一 个 平面 内 ,由 于 在 
式 (6-32) 中 已 令 0; 方 向 的 刚度 系数 为 零 , 这 个 节点 上 的 第 六 个 平衡 方程 (相当 于 0; 方 向 ) 将 
是 0 二 0。 如 果 整 体 坐 标 系 与 这 一 局 部 坐标 一 致 ,整体 刚度 矩阵 的 行列 式 |K| = 二 0, 因 而 整体 
平衡 方程 将 没有 唯一 解 。 如 果 整 体 坐 标 系 与 局 部 坐标 系 不 一 致 ,经 变换 后 ,在 这 个 节点 上 得 
到 表面 上 的 正确 的 第 六 个 方程 ,但 它们 实际 上 是 线性 相关 的 ,仍然 导致 |K | ==0。 
为 了 排除 这 一 困难 ,对 于 这 种 各 有 关 单 元 位 移 于 同一 平面 内 的 节点 ,可 以 在 局 部 坐标 系 
中 建立 节点 平衡 方程 ,并 删 去 0; 方向 的 方程 0 二 0, 于 是 剩 下 的 方程 组 满足 唯一 解 条 件 。 但 
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是 ,这 个 方法 在 程序 设计 上 比较 麻烦 。 
另 一 个 方法 是 ,在 这 个 特殊 点 上 ,给 予 任意 的 刚度 系数 Ke ,因此 在 局 部 坐标 系 中 ,这 个 
节点 在 和. 方向 的 平衡 方程 是 
天 ae0u 一 0 (6-43) 
经 过 坐标 变换 ,在 整体 坐标 系 中 的 节点 平衡 方程 将 满足 唯一 解 的 条 件 。 解 出 的 节点 位 移 中 
包括 0;。 由 于 0; 不 影响 单元 应 力 ,并 与 其 他 节点 平衡 方程 无 关 , 所 以 实际 上 可 以 给 定 任意 
的 Ka 值 而 不 影响 计算 结果 。 
以 上 变换 过 程 适用 于 其 他 形式 的 平板 过 单元 。 
6.6.3 局 部 坐标 的 方向 余弦 
由 式 (6-35) 可 知 ,由 局 部 坐标 系 到 整体 坐标 系 变换 时 ,需要 用 到 单元 局 部 坐标 的 方向 
余弦 矩阵 [ 工 ] 。 
由 图 6-10 所 示 的 三 角形 单元 123 ,3 个 节点 的 整体 坐标 
为 zi yi ,21，…,z ,ys ,zs。 今 取 节 点 1 位 于 局 部 坐标 原点 ， 


12 边 为 z 轴 ,y 轴 在 单元 平面 内 垂直 于 12 边 ,= 轴 垂 直 于 单 
元 平面 。 如 果 把 12 边 作为 一 个 矢量 Xfs ,可 用 该 矢量 在 整体 
坐标 系 中 的 三 个 分 量 表示 
Ta 
X= 加 (6-44) 图 6-10 三 角形 单元 的 局 部 坐标 
2 


式 中 ,一 好 一 2 和 一 光一 Js 一 下 一 尘 。 该 矢量 的 方向 余弦 为 用 该 矢量 的 长 度 去 除 它 
的 三 个 分 量 , 因 而 是 一 个 单位 矢量 X; , 它 的 三 个 分 量 分 别 表示 局 部 坐标 x 轴 在 整体 坐标 系 中 


的 方向 余弦 。 
cos( 信守 ) Xa 
2 = oo | (6-45) 
7 hz 了 
cos(z 并) 2l 
其 中 
la = Vza) + (ya) + (ea) (6-46) 


同 理 , 若 把 13 边 作为 一 个 矢量 Xis , 则 有 


A A | 

Tal 3 一 人 1 

7 / 家 1 
X13= ya [一 ry 
1 1 1 

之 3l 3 1 


z 垂直 于 三 角形 平面 ,利用 两 矢量 矢量 积 的 概念 ,= 轴 的 方向 余弦 为 


人 


ee Ya TH Zo ya cos(x’,z) 

12X Xi a i ' b 

A. [Xx ,| 2A a ap oy ed (6-47) 
2131 YaTal cos(z ,z) 


式 中 ,A 为 三 角形 123 的 面积 ,ys 二 yi 一 ,zs 一 zs 一 z1 ,其余 雷 同 。 
同 理 可 求 得 y 轴 的 方向 余弦 ,由 于 y 轴 垂 直 于 zOxz 面 ,因此 ,单位 矢量 4, 和 4. 的 矢量 积 
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等 于 y 轴 方 向 的 单位 矢量 A,， 
cos(y'»z)cos(z ,zx)— cos(y ,z)cos(z ,z) cos(zx’,y) 
| sz)cos(z’ sR I— cos(z sT)cos(x’ ?过 ) | | ,y) | 
cos(z’,y) 
(6-48) 


cos(z',z)cos(y ,rx)— cos(z ,rx)cos(y ,=) 


至 此 ,局 部 坐标 的 方向 余弦 矩阵 [LL] 中 的 全 部 元 素 已 求 出 。 

在 计算 堤坝 ,冷却 塔 、 油 库 等 克 体 时 ,为 了 便于 整理 结果 , 常 把 整体 坐标 系 的 x'O'y' 面 
放 在 水 平面 内 ,并 使 局 部 坐标 系 的 zx 轴 平 行 于 zx'O'y' 面 。 局 部 坐标 的 x 轴 仍 垂直 于 三 角形 
平面 。 我 们 用 式 (6-47) 先 计算 出 x 轴 的 方向 余弦 。 由 于 局 部 坐标 系 的 zx 轴 垂 直 于 > 轴 , 所 


以 工 轴 的 方向 余弦 为 
cos(zx’ sx) 
外 三 | (6-49) 
0 
单位 矢量 4 的 各 个 方向 余弦 的 平方 和 为 1, 故 
cosz (zzr) 十 coss(y ,x)= 1 (6-50) 
此 外 ,az 与 -得 数量 积 为 零 , 即 
cos(z' rz)cos(z' =) 十 cos(y ,z)cos(y ,2)= 0 (6-51) 


由 于 xz 轴 的 方向 余弦 已 知 ,由 式 (6-50)、 式 (6-51) 求 出 cos (x ,zx),cos(y ,z) 即 可 求 得 AM。。 
最 后 由 式 (6-48) 可 求 得 > 轴 的 方向 余弦 。 

对 于 和 矩形 平板 薄 壳 单元 ,工程 上 多 用 于 柱 壳 或 箱 形 薄 壳 分 
析 , 壳 的 边界 必须 平行 或 垂直 于 柱 面 的 母线 方向 ,因而 可 以 让 
整体 坐标 系 的 zz' 轴 平行 于 柱 面 的 母线 方向 ,并 使 各 个 单元 的 局 


部 坐标 系 的 z 轴 平行 于 x" 轴 , 如 图 6-11 所 示 。 显 然 ,z 轴 的 方 7 
向 余弦 为 


OO 及 


cos(z' rz) 一 1， cos(y,z) 一 0， cos(z ,xz) 一 0 


图 6-11 和 矩形 单元 的 局 部 坐标 


(6-52) 
由 于 y 轴 平 行 于 14 边 , 由 节点 4 和 节点 1 在 整体 坐标 系 中 的 坐标 ,可 计算 > 轴 的 方向 余弦 。 
608 (£5)= 0, eos (yy) = cos(z ,一 5 沁 《6-53) 
其 中 心 是 14 边 的 长 度 , 即 
be — (6-54) 
z 轴 的 方向 余弦 可 由 xz 轴 的 单位 向 量 与 y 轴 的 单位 向 量 的 矢量 积 得 到 
cos(z',z) 一 0， oa 的 二 三 = 当当 poatea = wh X06-56) 
lu ls 


6.7” 轴 对 称 壳 单元 


轴 对 称 壳 体 在 工程 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 基 于 薄 壳 理论 的 轴 对 称 壳 体 单元 ,在 厚度 方 
向 引入 了 壳 体 理论 的 基 尔 霍 夫 假设 ,于 是 , 轴 对 称 壳 体 单元 本 质 上 是 一 维 单元 ,从 而 使 分 析 
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大 为 简化 。 
轴 对 称 壳 体 单元 ,最 早 提出 的 是 在 子午 线 方向 为 直线 的 截 锥 单元 。 此 种 单元 表达 格式 
简单 ,用 于 实际 分 析 一 般 也 可 达到 合理 的 精度 ,但 在 模拟 曲率 较 大 的 壳 体 时 ,不 仅 需要 较 多 
的 单元 ,而 且 还 可 能 产生 附加 弯 和 矩 , 因 此 ,很 多 学 者 又 提出 了 一 系列 在 子午 线 方向 为 曲线 的 
单元 。 以 后 又 有 研究 工作 者 提出 了 考虑 横向 剪 切 变形 的 中 厚 壳 单元 。 本 节 只 介绍 基于 薄 壳 
理论 的 轴 对 称 过 体 单元 。 


6.7.1 轴 对 称 薄 壳 理论 


轴 对 称 壳 体 中 面 内 任 一 点 的 位 移 可 由 其 经 (子午 ) 向 分 量 4、 周 向 分 量 v 和 法 向 分 量 ww 
确定 。 在 薄 壳 理论 中 ,根据 基 尔 霍 夫 假设 , 壳 体 内 任 一 点 的 应 变 可 通过 中 面 的 六 个 广义 应 变 
EsvE0sYw ws kb 其 中 表示 径 向 的 弧 长 ,0 为 周 向 坐标 ,s \eo\ yo 表示 中 面 内 的 伸 长 和 剪 
切 ,e wo es 表示 中 面 曲率 和 扭 率 的 变化 。 在 薄 壳 理论 中 ,与 上 述 六 个 广义 应 变 分 量 相对 应 
的 六 个 广义 应 变 分 量 分 别 为 N,、. Ne、 Ne .M, .Ms, .Ms ,其 中 N, No、 Ne 分别 是 壳 体 内 垂直 于 
或 0 方向 的 截面 上 单位 长 度 的 内 力 ,M, .Ms Ms 是 相应 截面 上 单位 长 度 的 力矩 。 

如 果 轴 对 称 壳 体 所 承受 的 载荷 以 及 支承 条 件 都 是 轴 对 称 的 , 则 壳 体 的 位 移 与 变形 也 将 
是 轴 对 称 的 。 这 时 只 有 经 向 位 移 分量 x 和 法 向 位 移 ww, 且 w 和 ww 只 是 经 向 弧 坐 标 * 的 函数 ， 
应 变 分 量 只 有 se .es Ko， 应力 分 量 只 有 N,、No、M, .Ms。 轴 对 称 壳 体 的 几何 方程 为 


du 也 
ds TR, 
地 和 
并 Es (using + weosg) 
el= = 
| 
ey ds\ds 下 
(时 人 司 
r ds R, 
物理 方程 为 
1 Ap 0 0 
it go 总 | 
No KF 对 动 Lp E0 
M, EL 一 友 E 12 ||«s 
Mo Be | 
称 12 


几何 方程 中 ,9 为 子午 线 与 对 称 轴 的 夹 角 ,R, 是 径 向 的 曲率 半径 ,r 是 平行 圆 半径 ( 即 中 面 上 
任 一 点 的 经 向 坐标 ) 。 


6.7.2 薄 壳 截 锥 单元 
如 图 6-12 所 示 为 子午 面 内 轴 对 称 薄 过 单元 .每 个 单元 有 2 个 节点 ,节点 位 移 为 


i 
= do 
B: 
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PR OO BF 


单元 的 节点 位 移 向 量 可 表示 成 


ff | 
ot 


其 中 i; ,wi 是 总 体 坐 标 系 中 的 轴 向 位 移 和 径 向 位 移 ,B; 是 经 "| 9 
向 切线 的 转角 。 图 6-12 轴 对 称 这 的 截 锥 单元 
1. 单元 的 位 移 函 数 
单元 中 面 上 任 一 点 在 局 部 坐标 系 中 的 经 向 位 移 wx 和 法 向 位 移 w 可 假定 如 下 : 


1 一 al 十 azs 
| (6-56) 
包 一 ws 十 as 十 ms: 十 aos’ 


式 中 的 六 个 待定 系数 可 由 节点 1 和 节点 2 的 各 个 位 移 分 量 及 其 导数 w va `[ 吾 ] .ws、 


{ 竖 ] 确定 ,与 其 他 单元 分 析 过 程 相同 ,可 得 到 形 函 数 和 矩阵 、 应 变 答 阵 与 单元 刚度 矩阵 。 不 
过 求解 之 前 需 通过 坐标 变换 得 到 局 部 从 标 与 整体 坐标 的 关系 。 详 细 内 容 请 参阅 有 关 的 有 限 
元 书籍 。 

2、 位 移 函 数 的 收敛 性 

由 于 式 (6-56) 的 位 移 琢 数 包含 了 * 坐标 的 完整 一 次 项 ,所 以 满足 常 应 变 与 刚体 位 移 的 


要 求 , 又 由 于 节点 参数 中 包含 了 转动 即 ge ] ,所 以 请 足 单元 同位 移 的 协调 性 。 因 此 薄 这 夫 


锥 单元 是 收敛 的 。 
习 题 


6-1 在 薄板 弯曲 时 ,为 什么 能 用 中 面 找 度 w 确定 任 一 点 的 位 移 与 应 力 ? 任 一 点 位 移 
与 应 力 如 何 用 w 表示? 

6-2 ”和 矩形 薄板 单元 找 度 中 的 四 次 方 项 ,在 保证 几何 不 变性 的 条 件 下 ,可 否 取 为 w= 
oazt 十 aizyt? 为 什么 ? 

6-3 验证 四 节点 矩形 板 单元 是 完备 的 非 协调 元 。 

6-4 ”如 果 三 角形 板 单元 的 位 移 函 数 是 

刀 一 o 十 az 十 asy 十 az 十 aszy 十 as 只 十 az 十 asg(zy 十 zy2) 十 as 

验证 当 单 元 的 两 个 边 分 别 平行 于 坐标 轴 且 长 度 相等 时 ,决定 参数 a as、…、as 的 代数 方 
程 组 的 系数 矩阵 是 奇异 的 。 

6-5 ” 试 说 明 为 什么 能 通过 小 片 试验 的 单元 ,在 单元 细 分 时 是 收敛 的 。( 提 示 : 从 解答 
的 唯一 性 考虑 ) 

6-6 ”在 理论 和 应 用 中 ,薄板 矩形 单元 与 三 角形 单元 存在 哪些 问题 ? 

6-7 试 述 平板 薄 壳 单元 分 析 的 基本 假定 。 
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结构 动力 问题 的 有 限 元 法 


前 面 几 章 讨论 了 载荷 不 随时 间 变 化 的 静 力 问题 ,本 章 主 要 介绍 利用 有 限 元 法 进行 结构 
动力 分 析 的 基本 理论 。 


7.1 引言 


动力 学 问题 在 国民 经 济 和 科学 技术 的 发 展 中 应 用 领域 极其 广泛 。 最 常 遇 到 的 结构 动力 
学 问题 有 两 类 研究 对 象 。 一 类 是 在 运动 状态 下 工作 的 机 械 或 结构 ,例如 高 速 旋转 的 电机 ` 汽 
轮机 、 离 心 压缩 机 ,往复 运动 的 内 燃 机 、 冲 压 机 床 ,以 及 高 速 运行 的 车 辆 、 飞 行 器 等 ,它们 承受 
着 本 身 惯 性 及 与 周围 介质 或 结构 相互 作用 的 动力 载荷 。 如 何 保证 它们 运行 的 平稳 性 及 结构 
的 安全 性 ,是 极为 重要 的 研究 课题 。 另 一 类 是 承受 动力 载荷 作用 的 工程 结构 ,例如 建 于 地 面 
的 高 层 建筑 和 厂房 ,石化 厂 的 反应 塔 和 管道 ,核电 站 的 安全 这 和 热 交换 器 ,近海 工程 的 海洋 
石油 平台 等 ,它们 可 能 承受 强风 ,水流 、 地 震 以 及 波浪 等 各 种 动力 载荷 的 作用 。 这 些 结构 的 
破裂 ,倾覆 和 垮塌 等 破坏 事故 的 发 生 , 将 给 人 民 的 生命 财产 造成 巨大 的 损失 。 正 确 分 析 和 设 
计 这 类 结构 ,在 理论 和 实践 上 都 具有 十 分 重要 的 意义 。 

动力 学 研究 的 另 一 重要 领域 是 波 在 介质 中 的 传播 问题 。 它 是 研究 短暂 作用 于 介质 边界 
或 内 部 的 载荷 所 引起 的 位 移 和 速度 的 变化 ,如 何在 介质 周围 传播 ,以 及 在 界面 上 如 何 反 射 、 
折射 等 的 规律 。 它 的 研究 在 结构 的 抗震 设计 、 人 工地 震 探 测 ,无 损伤 检测 等 领域 都 有 广泛 的 
应 用 背景 ,因此 也 是 近 二 十 多 年 一 直 受 到 工程 和 科技 密切 关注 的 课题 。 

计算 机 的 广泛 应 用 以 及 相应 的 数值 分 析 方 法 为 动力 问题 有 限 元 的 发 展 和 各 种 复杂 结构 
及 机 械 的 动力 分 析 提 供 了 有 力 的 工具 。 


7.2 结构 离散 化 与 动力 平衡 方程 


7.2.1 结构 离散 化 与 动 载荷 


与 静 力 分 析 相 同 ,动力 问题 的 有 限 元 仍 将 结构 视 作 仅 在 节点 处 连接 的 有 限 个 单元 的 集 
合体 ,位 移 法 的 基本 未 知 量 仍 为 节点 位 移 , 通 常 采用 与 静 力 分 析 相 同 的 位 移 函 数 , 且 假 定形 
函数 与 时 间 无 关 。 动 力 问题 离散 化 时 应 注意 的 问题 请 参阅 第 9 章 。 


第 7 章 “结构 动力 问题 的 有 限 元 法 


下 面 对 作用 在 结构 上 的 载荷 作 简要 介绍 。 

当 弹 性 体 受到 动 载荷 作 用 时 ,结构 内 的 位 移 场 将 随时 间 变化 ,因而 速度 ,应 力 、 应 变 也 均 
与 时 间 有 关 。 这 时 必须 考虑 两 种 形式 的 分 布 体力 ,一 种 为 惯性 力 , 另 一 种 为 阻尼 力 ,二 者 均 
与 运动 方向 相反 。 

惯性 力 由 结构 的 加 速度 引起 。 设 物体 的 位 移 场 为 {f/} ,质量 密度 为 p, 则 惯性 力 为 
of ,由 达 朗 贝尔 原理 可 知 , 惯 性 力 等 价 于 {F,} 一 一 pf , 它 可 以 看 作 是 一 种 体力 。 

阻尼 力 可 能 由 变形 材料 的 内 部 摩擦, 所 通过 的 黏 性 流体 的 运动 或 与 其 他 物体 的 干 摩擦 
等 原因 产生 ,通常 阻尼 力 并 不 是 位 移 变化 速率 的 线性 函数 ,但 是 为 了 简单 方便 ,用 与 速度 成 
正比 的 黏 性 阻尼 力 来 近似 它 , 即 把 阻尼 力 近似 表示 为 {Fa} = 一 cf },c 为 阻尼 系数 ,也 可 以 
把 {Fs} 看 成 是 一 种 体力 。 

由 此 可 见 ,动力 分 析 时 , 除 静 力 分 析 时 所 作用 的 载荷 以 外 ,还 需 考 虑 惯性 力 与 阻尼 力 。 
可 以 采用 与 静 力 分 析 相同 的 方法 进行 载荷 的 等 效 移 置 ,但 得 到 的 等 效 节点 载荷 向 量 也 是 时 
间 的 函数 。 


7.2.2 动力 平衡 方程 
按照 静 力 分 析 的 有 限 元 方法 ,单元 内 任 一 点 的 位 移 { 与 单元 节点 位 移 {6} 的 关系 为 


{f}= [LN]t8} 8&7 
其 中 [N] 为 形 函数 矩阵 ,与 时 间 无 关 。 因 而 单元 内 任 一 点 的 速度 、 加 速度 分 别 为 

{f}= [NJ]{6}: (7-2) 

{f}= [NJ]{6}° (7-3) 


其 中 {6 }*、{6}* 为 单元 节点 的 速度 与 加 速度 向 量 。 
惯性 力 {Fs} 王 一 pf 与 阻尼 力 {Fs} 一 一 cf 广 } 可 按 体力 等 效 移 置 公式 移 置 到 单元 各 
节点 ,得 到 惯性 力 与 阻尼 力 的 等 效 节点 载荷 向 量 为 
{R}E, = 一 | NeUPay =— | poINTTINIrar = 一 MT 


HR 有 5 = 一 | NTreUay = 一 | -NTTINItirar = 一 [cl 
式 中 [M]*、[C]* 分 别称 为 单元 的 质量 扰 阵 与 单元 的 阻尼 算 阵 ,表达 式 为 
[M] = | pINJT NJaV (7-4) 


[CY =| .cLNJTINIaV (7-5) 


第 2 章 建 立 了 单元 的 静 力 平衡 方程 式 (2-37), 即 {F}* 二 [&]“{6}“, 其 中 {F}* 为 静 力 分 
析 时 的 等 效 节点 载荷 。 动 力 分 析 中 ,载荷 {F}* 随时 间 变 化 , 记 作 {FC)}*, 将 惯性 力 与 阻尼 
力 的 等 效 节点 载荷 向 量 {R}$ 与 {R}$, 合 加 到 {F()}* 中 得 到 如 下 方程 : 
[J {06} = {FO)} — [MI {0} — [C6} 
或 者 
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ee > neemdandnnd rnsnss tmnt 


[MJ {6}° + [Cl{6} + [ey {06} = {FC} (7-6) 

式 (7-6) 称 为 单元 的 动力 平衡 方程 。 
采用 与 静 力 分 析 相 同 的 方法 由 单元 刚度 矩阵 [A]' 组 集 整体 刚度 矩阵 [K], 由 单元 节点 
载荷 向 量 {F(4)}* 组 集 整 体 节点 载荷 向 量 {F(D)} ,而 且 用 同样 方法 由 单元 质量 矩阵 [M]* 组 
集 整 体质 量 和 矩阵 LM], 由 单元 阻尼 和 矩阵 [CJ* 组 集 整体 阻尼 矩阵 [C] ,最终 得 到 结构 整体 的 动 


力 平衡 方程 为 
[MJ{6} + [Cc]{6} +[CK]{d} = {FO)} 训 = 克 
当 忽 略 阻 尼 时 ([C]==0) ,由 式 (7-7) 得 到 
[MJ]{$} + [KJ]{6) = {FC()} 他- 三 
如 果 既 无 阻尼 又 无 外 力作 用 时 ,上 式 变 为 
[CM](3} 十 [K](8}) 一 0 (7-9) 


7.3 ”集中 质量 矩阵 和 一 致 质量 矩阵 


由 阿 切 尔 (Archer) 首 先导 出 的 单元 质量 矩阵 由 公式 (7-4) 确 定 ,该 质量 矩阵 叫做 一 致 质 
量 矩 阵 (或 协调 质量 矩阵 ) 。 所 谓 * 一 致 ”是 因为 用 了 与 推导 单元 刚度 矩阵 相同 的 位 移 函 数 来 
推导 质量 和 矩阵。 另外 ,在 有 限 元 法 中 还 经 常 采用 集中 质量 和 矩阵, 它 假定 单元 的 质量 全 部 集中 
在 节点 上 ,排除 了 存在 于 单元 各 位 移 之 间 的 动力 耦合 ,从 而 使 质量 矩阵 成 为 对 角 和 矩阵 。 
7.3.1 几 个 简单 单元 的 集中 质量 矩阵 和 一 致 质量 矩阵 
1. 二 节点 杆 单元 
由 式 (5-8) 知 ,两 节点 杆 单元 的 形 函 数 矩 阵 [N ] 为 
[N]= [N ， Ni] DI ZX) | 
若 单 元 的 i 节点 位 于 坐标 原点 , 即 xz; 二 0,xzj 二 4, 则 形 函 数 矩 阵 [NN] 为 
T TX 
LN] = [一 去 玉 | 
根据 式 (7-4) 得 到 一 致 质量 矩阵 为 
人 AL 有 
[My = | pLNT'ENJav = | 和 


其 中 ,A 是 单元 的 横 堆 面积。 一般 来 说 ,一 致 质量 矩阵 是 满 阵 。 若 把 单元 的 总 质量 均匀 分 配 
在 两 个 节点 上 , 则 可 得 到 单元 的 集中 质量 矩阵 为 


om= 史 | 


2. 梁 单 元 
由 式 (5-27) 与 式 (5-28) 知 , 粱 单元 的 形 函 数 和 矩阵 为 
LNM]= [NE N Ns NN] 


其 中 
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2 ON 


Ni = 于 (一 3o 十 2 Na = E(B — ar: 十 区 ) 
We ss MW 
3 二 a “= (LT 


根据 式 (7-4) 得 到 一 臻 质量 矩阵 为 
三 0 注 


42 13 一 32 

[MJ = 
420 156 221 
4 


其 中 ,/ 是 单元 长 度 ,m 二 pl 是 单元 的 质量 。 
每 个 节点 集中 1/2 的 质量 ,并 略 去 转动 项 ,得 到 单元 的 集中 质量 阵 为 


3. 平面 问题 的 三 节点 三 角形 单元 
由 式 (2-11) 与 式 (2-12) 可 知 ,平面 问题 的 三 节点 三 角形 单元 的 形 函 数 和 矩阵 为 
Ni 0 N 0 N 0 
=| | 
0 N 0 N 0 Na 
其 中 ,NN;=(ai 十 bix 十 ciy)/2A,i= 二 1,2,3, 式 中 各 量 含 义 与 第 2 章 相 同 。 
根据 式 (7-4) 得 到 一 致 质量 矩阵 为 


1 | 
站 
1 1 
Tw 
二 站 要 下 
[MJ = 将 
EE 
4 2 4 
时 1 》 
Er 
1 
A 
单元 的 每 个 节点 上 集中 1/3 的 质量 ,这 样 就 得 到 单元 的 集中 质量 矩阵 为 
1 站 人 四 
0100 0 0 
O10 0 0 
M]' 一 至 
[M] EA 
O00 1 
全 兴修 1 


其 中 ,m 二 piA 是 单元 的 质量 ,i 为 单元 厚度 。 
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Sivanetenatrsor ede asarnrpant triadsrterns,) > SS tenn nan tresses netiettns 


7.3.2 质量 矩阵 的 特点 


(1) 单元 质量 矩阵 [M]“ 与 整体 质量 失 阵 [M] 均 为 对 称 和 矩阵 。 一 致 质量 矩阵 是 正定 
的 ,集中 质量 矩阵 是 半 正 定 的 。 如 果 集 中 质量 矩阵 的 对 角 线 上 出 现 零 元 素 , 则 有 可 能 引起 运 
算 故 障 。 

(2) 若 形 函 数 和 矩阵 [N] 能 反映 单元 的 真实 变形 , 则 用 一 致 质量 矩阵 计算 的 结果 比较 精 
确 ,频率 与 振 型 比较 可 靠 。 但 假定 的 单元 位 移 函 数 总 是 与 真实 变形 有 偏差 ,这 就 相当 于 引入 
了 约束 ,增加 了 结构 的 刚度 ; 而 将 质量 集中 在 节点 上 ,人 为 地 去 掉 了 一 些 约束 ,等 于 增加 了 
结构 的 柔 度 ,因此 使 用 集中 质量 矩阵 可 以 给 出 比 一 致 质量 矩阵 更 精确 的 结果 。 如 果 网 格 布 
局 正确 反映 了 结构 的 体积 ,而 单元 又 是 协调 的 , 且 不 被 低 阶 积分 法 则 所 柔 化 , 则 使 用 一 致 质 
量 矩 阵 计算 的 固有 频率 是 精确 解 的 上 限 。 而 用 集中 质量 矩阵 计算 的 固有 频率 是 精确 解 的 
下 限 。 

(3) 一 致 质量 矩阵 为 满 阵 ,数值 计算 花费 的 时 间 长 ; 集中 质量 矩阵 为 对 角 阵 ,所 占 内 存 
较 少 ,计算 简单 ,节约 机 时 。 

但 应 该 注意 ,不 能 简单 地 断定 集中 质量 矩阵 和 一 致 质量 矩阵 哪 一 种 更 好 。 对 于 梁 和 过 
一 类 弯曲 问题 ,一致 质量 矩阵 更 为 精确 ,对 于 节点 较 多 的 单元 ,集中 质量 矩阵 也 不 易 构 造 。 

Hinton 等 人 提出 了 比 集中 质量 矩阵 更 好 的 对 角质 量 和 矩阵 , 它 可 以 由 一 致 质量 矩阵 导 
出 ,其 步骤 如 下 ( 它 适 合 于 各 平移 自由 度 都 相互 平行 的 单元 ,如 梁 单 元 和 板 单元 ) : 

@ 只 计算 一 致 质量 矩阵 的 对 角 元 素 。 

@ 计算 单元 总 质量 m。 

@ 将 矩阵 中 与 平移 (而 不 是 转动 ) 对 应 的 对 角 元 素 ms 相 加 得 到 S 。 

@ 将 对 角 元 素 m; 乘 以 比值 m/S 调整 比例 ,以 保留 单元 的 平移 质量 。 

例如 ,经 上 述 步 又 处 理 后 , 梁 单 元 的 对 角质 量 和 矩阵 为 


39 0 0 0 
国人 
[MT =78 0 0 39 0 
0 0 0 
7.4 自由 振动 分 析 


7.4.1 特征 值 问题 
式 (7-9) 为 无 阻尼 自由 振动 方程 ,其 解 的 形式 为 


{6} = {9}sin(o 十 0) (7-10) 
其 中 {9} 是 常数 列 向 量 ,将 上 式 代入 式 (7-9) 后 两 边 左 乘 {9}" ,得 
([K]—w[M]){y}=0 (7-11) 
式 (7-11) 是 齐 次 线性 方程 组 ,有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 
[CE 一 到 CM]|=0 Kr- 


方程 (7-12) 称 为 特征 方程 。 如 果 [LK] 和 [Mj] 的 阶 数 是 , 则 式 (7-12) 是 wr 的 次 方程 ,w? 
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称 为 特征 值 。 由 该 方程 解 出 的 个 特征 值 可 按 升序 排列 为 
0<wu < (7-13) 
第 i 个 特征 值 w? 的 算术 平方 根 w; 称 为 结构 的 第 i 阶 固 有 频率 。 
满足 式 (7-11) 的 向 量 {q} 称 为 特征 向 量 。 记 {gi;} 为 对 应 于 特征 值 w? 的 特征 向 量 ,将 
ww! 二 w? 代入 式 (7-11) ,得 
([Kj]—wi[M]){g} =0 
{9i} 称 为 结构 的 第 i 阶 主 振 型 ,也 称 为 第 i 阶 主 模 态 。 
特征 值 问题 与 整体 刚度 矩阵 LK] 和 整体 质量 和 矩阵 [LM] 的 性 质 有 关 。 如 果 [K] 是 正定 
的 , 则 名 二 0,i 二 1,2,…,n; 如 果 [K] 是 半 正 定 的 , 则 避 宇 0,i 二 1,2,…,n, 特 征 值 为 零 的 个 
数 等 于 结构 刚体 位 移 自由 度 的 个 数 。 如 果 集 中 质量 和 矩阵 [LM] 为 半 正 定 ,其 对 角 线 上 有 7 个 
零 元 素 , 则 二 wi 二 …w?_,+1 二 吕 O, 即 个 特征 值 的 最 后 7 个 为 无 穷 大 。 


7.4.2 几 种 求解 特征 值 问题 的 方法 概述 


1. 广义 雅 可 比 法 

广义 雅 可 比 法 是 求解 全 部 特征 值 和 特征 向 量 的 有 效 方法 之 一 。 它 的 基本 思想 是 用 一 组 
正 交 变 换 找 出 一 个 zX 交 阶 和 矩阵 [@] (2 为 自由 度数 ) ,使 [K] 变 换 成 对 角 阵 [2 ] ,使 LM] 变 
换 成 单位 阵 [ 刀 , 则 [@] 是 唯一 的 且 为 所 求 的 特征 向 量 矩 阵 。 

当 整 体 刚度 矩阵 [Kj] 和 整体 质量 矩阵 LM] 中 非 对 角 元 素 较 小 时 ,广义 雅 可 比 法 最 有 效 。 
该 法 也 使 用 于 结构 有 刚体 位 移 的 情况 (对 应 零 特 征 值 ), 以 及 集中 质量 矩阵 中 对 角 线 元 素 有 
零 的 情况 (对 应 = 特征 值 ) 。 


2. 逆 迭 代 法 
道 迭 代 法 通过 直接 迭代 特征 方程 组 求解 固有 频率 和 振 型 。 先 将 式 (7-11) 变 换 为 
[Kj]{9} = w:[M]{9} (7-14) 
它 的 基本 思想 是 , 设 二 1, 且 对 应 的 特征 向 量 为 {zi}, 则 方程 (7-14) 右 端 为 
{ny} = 1° [MJ{x} (7-15) 


但 允 王 1 与 对 应 的 {zi} 并 不 恰好 满足 式 (7-14), 代 入 后 将 得 到 求解 男 一 向 量 {x;} 的 线性 代 
数 方程 
[Kj{z2} = 人) (7-16) 
求 出 的 {zs} 将 更 接近 实际 的 特征 向 量 。 将 {x;} 代 蔡 {x} ,重复 式 (7-15) 与 式 (7-16), 可 得 
{yx} = [MI{z}, [Kj{zm} = {y}, k= 1,2,°: 

只 要 假设 的 {xi} 不 与 第 一 阶 振 型 正 交 , 则 向 量 {z441} 将 收敛 于 第 一 阶 振 型 {fg}。 求 出 

{91} 后 ,对 应 的 特征 值 wf 可 由 瑞 利 商 求 得 为 
2 {oa} [Kl{o} 
{py [M] {9} 

如 前 所 述 ,每 一 次 迁 代 总 是 扩大 迭代 向 量 {zer} 内 fo 的 比重 ,如 果 在 {fze} 中 剔除 
{91} 的 成 分 ,迭代 就 会 收敛 到 第 二 阶 振 型 {q;} 及 固有 频率 os 。 以 此 类 推 , 求 解 某 阶 振 型 与 
固有 频率 时 ,必须 在 和 迭代 向 量 中 剔除 该 阶 振 型 前 面 的 振 型 。 鉴 于 上 述 原因 ,考虑 到 计算 中 误 
差 的 积累 , 逆 迭 代 法 适用 于 求解 结构 的 前 几 阶 固有 频率 与 主 振 型 。 
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3. 子 空间 迭代 法 

子 空间 夫 代 法 的 基本 思想 是 ,首先 选取 初始 迭代 和 矩阵 [Do] 二 [B61， DB … ”名 ] , 作 拢 
阵 迭 代 [P] = [M][D。1, 将 求 出 的 [P] 代 入 [K][D1]== [Pl] 中 解 出 [D1], 由 [Q]= 
[M] [D1] 计算 出 sXs 阶 和 矩阵 [Q] ,再 由 [K]==[D1]7[P] 与 [M]==[D1]7[Q] 计 算 自 由 度 
缩减 后 的 刚度 和 矩阵 [K] 与 [M]。 于 是 得 到 如 下 的 特征 值 问题 

[K]{a}= @ [M]{a} (7-17) 
求解 方程 (7-17) 得 到 全 部 s 个 特征 值 w# 和 相应 的 特征 向 量 {a;}。 

车 各 个 特征 值 已 经 满足 精度 要 求 , 则 将 得 到 的 ;个 特征 值 @? 和 相应 的 特征 向 量 {a;} 作 
为 结果 ; 否则 取 [D。] 二 [a ， a。 … a;] ,继续 计算 ,直到 满足 精度 为 止 。 

子 空 间 和 迭代 法 计算 出 的 固有 频率 都 由 上 限 一 侧 向 精确 值 收 敛 , 越 是 低 阶 的 固有 频率 , 收 
敛 得 越 快 。 通 常 , 若 希望 求 出 结构 的 前 * 阶 固有 频率 及 主 振 型 , 则 初始 迭代 矩阵 [Due] 中 的 
列 数 应 取 2; 与 (s 十 8) 中 较 小 的 一 个 数 。 

子 空 间 和 迭代 法 对 求解 自由 度数 较 大 系统 的 、 较 低 的 前 若干 阶 固有 频率 及 主 振 型 非常 有 
效 , 由 于 它 一 般 不 会 漏 根 , 所 以 是 较 可 靠 的 方法 。 该 方法 的 缺点 是 计算 工作 量 较 大 。 

4. Lanczos 向 量 法 

Lanczos 向 量 法 与 子 空 间 和 迭代 法 基本 相同 ,不 过 它 将 结构 的 特征 方程 转化 成 三 对 角 拢 
阵 的 特征 值 问题 求 解 ,这 样 就 使 计算 过 程 大 大 简化 ,以 至 对 同样 的 问题 , 它 比 子 空间 迭代 法 
快 5 一 10 倍 ,因此 Lanczos 向 量 法 特别 适用 于 快速 提取 多 阶 模 态 。 


7.5 动力 响应 分 析 


在 7.2 节 得 到 了 结构 动力 平衡 方程 式 (7-7), 它 是 用 有 限 元 法 将 结构 离散 化 后 得 到 的 
个 自由 度 的 二 阶 常 微分 方程 。 结 构 动 力 响 应 分 析 就 是 要 求 该 方程 在 满足 初始 条 件 {6} = 


{000)},{6} 二 {6(0)} 的 解 。 因 此 结构 动力 响应 分 析 可 归结 为 求解 如 下 的 数学 问题 : 


[MI{6} + [CI{8} 十 LK]{8) = {FC)} 
{6}= {6(0)} (7-18) 
{6}= {6(0)} 

从 数学 角度 来 看 ,可 采用 各 种 标准 数值 方法 求解 式 (7-18), 但 是 当 阶 数 很 大 时 , 若 不 
考虑 和 矩阵 [M]、[C] 和 [K] 的 特点 而 盲目 采用 计算 方法 ,就 会 在 计算 上 造成 不 必要 的 浪费 。 
下 面 介绍 求解 结构 动力 响应 的 两 种 基本 方法 , 即 振 型 琶 加 法 与 直接 积分 法 。 前 者 只 能 用 于 
解 线 性 结构 的 动力 响应 ,而 后 者 可 用 于 解 线性 / 非 线 性 结构 的 动力 响应 。 因 振 型 大 加 法 必须 
先进 行 模 态 分 析 , 适 用 于 只 激发 较 少 振 型 的 动力 响应 问题 ,例如 地 震 等 ,或 者 需要 较 长 时 间 
的 历时 分 析 ; 而 对 像 冲击 等 激发 振 型 较 多 .所 需 计算 响应 的 时 间 又 短促 的 情况 ,通常 用 直接 
积分 法 。 


7.5.1 阻尼 模型 


系统 振动 中 将 阻力 称 为 阻尼 。 在 结构 动力 分 析 中 ,阻尼 的 作用 非常 重要 。 一 方面 阻尼 
影响 结构 的 动力 响应 ,起 到 减 振作 用 , 另 一 方面 ,动力 分 析 的 数值 实现 过 程 中 ,引入 阻尼 有 助 
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于 改善 数值 稳定 性 。 除 模 态 分 析 外 ,其 他 动力 分 析 都 应 考虑 阻尼 的 影响 。 

实际 系统 中 阻尼 的 物理 本 质 很 难 确定 ,最 常用 的 一 种 阻尼 模型 是 黏 性 阻尼 。 下 面 主要 
介绍 几 种 常用 的 阻尼 模型 及 其 特性 。 

1. 黏 性 阻尼 

在 流体 中 低速 运动 或 沿 润滑 表面 滑动 的 物体 ,通常 认为 受到 黏 性 阻尼 。 黏 性 阻尼 与 相 
对 速度 成 正比 , 即 Fs 二 一 cv, 式 中 Fs 是 黏 性 阻尼 力 ,o 是 相对 速度 ,c 称 为 黏 性 阻尼 系数 ,或 
简称 阻尼 系数 。 

2. 模 态 阻尼 

模 态 阻尼 定义 了 每 阶 特征 频率 的 振 型 所 对 应 的 振动 阻尼 系数 ,通常 用 于 振 型 大 加 法 求 
解 线性 系统 动力 响应 的 阻尼 描述 。 

3. 瑞 利 阻尼 

瑞 利 阻 尼 与 单元 质量 和 刚度 成 比例 , 它 是 由 单元 的 质量 矩阵 [M] 与 单元 的 刚度 和 矩阵 
[K] 来 度量 单元 阻尼 矩阵 [C] 的 一 种 简化 方法 , 即 假定 [C] ==ao [M] 十 a [K];, 其 中 ao ai 
为 常数 。 

4. 数值 阻尼 

在 时 域 动力 响应 分 析 中 ,直接 积分 的 时 间 步 长 取 值 时 引入 数值 阻尼 。 在 系统 出 现 高 频 
干扰 时 ,加 入 数值 阻尼 起 到 稳定 求解 的 作用 。 


7.5.2 振 型 到 加 法 


振 型 全 加 法 是 以 结构 无 阻尼 的 振 型 作为 基底 ,采用 坐标 变换 将 n 自由 度 系统 的 动力 平 
衡 方程 (7-7) 解 看 ,得 到 个 单 自 由 度 系统 的 振动 方程 ,然后 通过 全 加 得 到 系统 原来 的 振动 。 
多 自由 度 系统 的 阻尼 经 常 假定 为 模 态 阻尼 ,对 这 种 类 型 的 阻尼 系统 , 振 型 蕉 加 法 行 之 有 效 。 

设 n 自 由 度 系统 的 nn 个 主 振 型 为 {gi} 、{g2}、…、{9,}, 振 型 算 阵 [B] 定 义 为 

[®]= [{p} {p22} … fo] 
[®B] 满 足 
[®] [MI][®]= [M,], [®] [KI]I®]= [K,], [®]"[C][®]= [Co] 
式 中 [M] ,LK,] 依 次 称 为 主 质量 矩阵 、 主 刚度 矩阵 ,二 者 均 为 对 角 和 矩阵 。 其 表达 式 为 
Ma K 


p] pl 


M， K 
[Nj= es Elis 局 (7-19) 


Mn 
作 如 下 的 坐标 变换 : 
{0}= [G]{S} (7-20) 


于 是 式 (7-7) 成 为 
[BJTIMILG]{E} 十 [@]7[C]IG@]16) + [BITIKIIG]E = [8]T{FO)) 
或 写成 
[M,J{é} + [CJ{é} + [KR,]{ét) = {Q()} Cr 
虽然 主 质量 矩阵 [M。] 与 主 刚度 矩阵 [K。] 均 为 对 角 和 矩阵 ,但 [C,] 一 般 并 非 对 角 和 矩阵, 因而 方 
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eo nen > PP edt 


程 (7-21) 仍 然 存在 耦合 。 工 程 中 常 采用 近似 处 理 办 法 将 [Ce] 表 示 成 对 角 和 矩阵 。 一 种 方法 
是 忽略 [Cj] 中 的 全 部 非 对 角 线 元 素 , 另 一 种 方法 是 假定 阻尼 矩阵 [C] 二 ao [M] 十 oa [K], 其 
中 ao ai 为 常数 (这 种 阻尼 模型 即 为 瑞 利 阻尼 ) ,于 是 [Csj] 二 aoLMsj] 十 a1[LKs], 此 时 将 LC] 


变 成 对 角 抢 阵 ,可 表示 为 
Cn 
[C1]= , (7-22) 
Cm 

经 过 上 述 近似 处 理 ,方程 (7-21) 已 经 解 耦 ,其 中 第 ;个 方程 为 

Myéi + Coéi + Kué; = Q(t) (7-23) 
{人 } 坐 标 系 下 的 初始 条 件 为 

5(0) = {$M 00) = {6 [MIGC0) (7-24) 


由 单 自由 度 系统 的 振动 理论 , 知 方程 (7-23) 在 初始 条 件 (7-24) 下 的 解 为 


E01) = [$C0)coswut | 各 (0) 0 in | 
Wai 
i [QW nsinosd — Ddr (7-25) 
piVdiv 0 


其 中 26 二 好 -wow 二 wr V1 一 本 ,5 称 为 第 i 阶 振 型 阻尼 比 ,ww 是 第 i 阶 有 阻尼 固有 频率 。 


将 式 (7-25) 代 入 式 (7-20), 便 得 到 系统 对 任意 激励 的 响应 。 如 果 有 阻尼 系统 受到 的 激 
励 力 {F()} 是 同一 频率 的 简 谐 激励 力 


{F(1)}= {Fo}sine (7-26) 
其 中 { Fo} 表 示 激 励 力 幅 的 常数 列 向 量 ,ow 为 激励 频率 , 则 式 (7-23) 成 为 
Me + Criéi + Kné; = Qusina (QB) 
式 (7-27) 的 特 解 为 
&= 各 psinex 一 0) (7-28) 
将 式 (7-28) 代 入 式 (7-20) 得 到 系统 对 简 谐 激励 的 响应 为 
{00D}= 》 BB {Ga} (CF, ysinCor 0 (7-29) 
i=1 pi 
其 中 B 为 第 i 阶 振幅 放大 因子 ,8 与 初 相 角 0; 的 表达 式 为 
| 二 
B: < 有 0 arctan 
EE 


式 (7-27) 的 解 是 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 与 特 解 (7-29) 的 和 。 由 于 阻尼 的 存在 ,其 通 解 
是 逐渐 衰减 的 瞬 态 振动 , 称 为 瞬 态 响应 ,而 特 解 (7-29) 是 与 激励 同 频率 、 同 时 存在 的 简 谐振 
动 , 称 为 稳 态 响应 。 瞬 态 响 应 只 存在 于 振动 的 初始 阶段 ,系统 对 简 谐 激励 的 响应 通常 指 稳 态 
响应 。 简 谐 响应 分 析 一 般 是 求解 系统 的 稳 态 响应 ,并 讨论 影响 稳 态 响应 振幅 与 相位 差 的 各 
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种 因数 ,得 到 幅 频 响应 曲线 与 相 频 响应 曲线 。 
任意 激励 或 者 作用 时 间 极 短 的 脉冲 激励 下 ,系统 通常 没有 稳 态 响应 ,只 有 了 瞬 态 响应 。 一 
般 将 这 类 激励 下 的 动力 响应 分 析 称 为 瞬 态 响应 分 析 。 由 此 可 见 瞬 态 响应 分 析 与 初始 条 件 
有 关 。 
7.5.3 直接 积分 法 


直接 积分 法 的 基本 思想 是 对 时 间 进 行 离散 ,只 要 求 在 离散 点 上 满足 动力 平衡 方程 ,在 时 
间 间 隔 Az 内 位 移 、 速 度 、 加 速度 的 变化 规律 及 其 关系 是 假设 的 ,采用 不 同 的 假设 得 到 不 同 的 
直接 积分 法 。 直 接 积 分 法 的 计算 过 程 是 : 假设 1=0 时 刻 的 状态 向 量 {6(0)}、{6(0)}、 


{3(0)} 是 已 知 的 ,将 时 间 求解 域 0 入 :入 T 进行 离散 , 即 可 由 :一 0 时 刻 的 状态 向 量 计算 4 二 
0 十 Al 时 刻 的 状态 向 量 ,进而 计算 ts 二 4 十 At 时 刻 的 状态 向 量 ,直至 : 王 T 时 刻 结束 , 便 得 到 
动力 响应 的 全 过 程 。 下 面 将 对 有 限 元 软件 提供 的 常用 几 种 直接 积分 法 作 简单 介绍 。 

1. Newmark 法 

Newmark 法 中 作 如 下 假设 : 


{én}= {6}t [LO — DEG YH Yd} A 
tanwj= 人 二 (6)Art [ (8) G+ pd) ] ae 


其 中 y 和 8B 是 按 直接 积分 精度 和 稳定 性 要 求 而 确定 的 参数 。 

Newmark 法 对 线性 问题 无 条 件 稳定 ,而 且 无 数值 阻尼 的 影响 。 对 非 线 性 问题 ,通过 自 
适应 步 长 的 选择 以 及 适当 增加 结构 阻尼 或 数值 阻尼 ,可 有 效 克 服 非 线 性 问题 分 析 中 可 能 出 
现 的 数值 失 稳 。 

2. Houbolt 法 

Houbolt 法 包括 标准 Houbolt 法 与 单 步 Houbolt 法 。 标 准 Houbolt 法 中 采用 固定 时 间 
步 长 Al, 这 种 积分 基于 通过 前 三 时 刻 和 时 间 为 上 十 Az 的 当前 点 位 移 的 三 次 拟 合 , 速 度 和 加 速 
度 作 如 下 假设 ， 


1 ri 3 1 
{ru} BR [6 {er} 3{0.}+ 卫 {Oa} 3 {6-2} | 


{6} = Wr [2 {0m)— 5{0}+ 4{0 0)— {04)] 


在 瞬 态 分 析 时 ,只 给 定 初始 条 件 ( 第 三 个 时 刻 的 位 移 、 速 度 和 加 速度 ) ,还 需要 知道 前 两 个 时 
刻 的 位 移 , 方 可 计算 当前 步 的 速度 于 加 速度 。 这 就 需要 一 个 特殊 的 起 动 程序 计算 前 两 个 时 
刻 的 位 移 。 

单 步 Houbolt 法 克服 了 标准 Houbolt 法 需要 特殊 的 起 动 程序 和 必须 采用 固定 步 长 的 
缺点 , 它 是 一 种 变 步 长 的 积分 方案 ,特别 适用 于 动力 接触 分 析 。 

Houbolt 法 与 Newmark 法 一 样 , 对 线性 问题 无 条 件 稳定 ,对 非 线性 问题 条 件 稳定 。 它 
有 很 强 的 高 频数 值 阻尼 ,在 非 线性 分 析 中 起 着 增强 数值 稳定 性 的 作用 。 时 间 步 长 越 大 ,数值 
稳定 性 越 好 ,但 可 能 使 计算 结果 精度 受 影响 。 

3. 中 心 差分 法 

中 心 差分 法 假设 从 三 个 不 同时 刻 的 位 移 值 计算 当前 的 加 速度 值 
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人 = NL{0)}— 2{6.}+ {44}] 


在 一 些 有 限 元 程序 中 ,速度 由 下 式 近 似 (向 后 差分 ) 
= 过) 


中 心 差分 法 是 条 件 稳定 的 时 间 积 分 方案 。 i 
限制 ,以 便 保证 积分 的 数值 稳定 性 。 最 大 时 间 步 长 可 取 为 2/w ,其 中 www 为 系统 的 最 高 固 
有 频率 。 这 种 方法 特别 适用 于 分 析 撞 击 问题 。 


习 题 


7-1 用 有 限 元 法 分 析 结 构 动力 问题 ,与 静 力 问题 有 哪些 不 同 ? 

7-2 什么 是 集中 质量 矩阵 ? 什么 是 一 致 质量 矩阵 ? 它们 在 形式 上 和 实质 上 的 相同 点 
和 不 同 点 是 什么 ? 

7-3 求解 特征 值 问题 的 常用 方法 有 哪些 ? 试 对 这 些 方法 作 比 较 。 

7-4 四 节点 和 矩形 平面 单元 面积 为 A, 厚 度 为 ,质量 密度 为 p。 试 求 集中 质量 矩阵 和 一 
致 质量 矩阵 。 


弹 塑性 问题 的 有 限 元 法 


本 章 介 绍 弹 塑性 问题 的 有 限 元 法 ,使 读者 初步 了 解 非 线性 有 限 元 法 。 


8.1 弹 塑 性 有 限 元 法 概述 


当 物 体 处 于 发 生 届 服 之 前 ,认为 它 是 完全 弹性 的 ,此 时 弹性 应 变 状态 为 瞬时 应 力 状 态 的 
单 值 函数 。 如 果 是 线性 弹性 问题 , 则 在 弹性 阶段 ,应 力 与 应 变 关系 是 线性 关系 ,符合 胡 克 定 
律 。 当 受 力 体 一 旦 进入 塑性 状态 后 ,应 力 应 变 关系 不 再 服从 胡 克 定律 ,而 变 为 非 线 性 问题 ， 
这 种 由 材料 性 能 引起 的 非 线性 问题 称 为 材料 非 线性 问题 。 受 力 体 刚 进入 塑性 变形 时 ,变形 
量 很 小 ,应 力 \ 应 变 仍然 可 认为 服从 小 变形 所 给 出 的 定义 , 故 称 为 小 变形 弹 塑 性 问题 ,简称 弹 
塑性 问题 。 塑 性 加 工 精 压 、 校 直 等 工艺 中 ,变形 体质 点 的 位 移 和 转动 较 小 ,应 变 与 位 移 的 关 
系 基本 为 线性 ,可 视 为 弹 塑 性 问题 。 非 线性 问题 用 有 限 元 求解 十 分 有 力 ,但 弹 塑性 有 限 元 法 
比 线性 弹性 有 限 元 法 复杂 得 多 ,具体 表现 在 : (1) 由 于 在 塑性 区 应 力 和 应 变 之 间 为 非 线性 关 
系 ,所 以 在 弹 塑 性 有 限 元 法 中 ,求解 的 是 一 个 非 线性 问题 。 为 了 求解 方便 ,要 用 适当 的 方法 
将 问题 线性 化 。 一 般 采 用 逐步 加 载 法 ,即将 物体 届 服 后 所 需 加 的 载荷 分 成 若干 步 施 加 ,在 每 
个 加 载 步 的 每 个 迭代 计算 步 中 ,把 问题 看 作 是 线性 的 。(2) 弹 塑性 问题 的 应 力 与 应 变 的 关系 
不 一 定 是 一 一 对 应 的 。 塑 性 应 变 的 大 小 ,不 仅 决 定 于 当时 的 应 力 状 态 , 而 且 还 决定 于 加 载 历 
史 。 外 载 时 ,塑性 区 内 的 应 变 和 应 力 呈 线性 关系 。 由 于 在 加 载 和 印 载 时 ,塑性 区 内 的 应 力 一 
应 变 关系 不 同 , 因 此 ,在 每 步 加 载 计算 时 ,一 般 应 检查 塑性 区 内 各 单元 是 处 于 加 载 状态 ,还 是 
印 载 状态 。(3) 塑 性 理论 中 关于 塑性 应 力 -应 变 关系 和 硬化 假设 有 多 种 理论 ,采用 不 同 的 理 
论 就 会 得 到 不 同 的 弹 塑 性 矩阵 表达 式 , 由 此 会 得 到 不 同 的 有 限 元 计算 公式 。 本 章 假设 材料 
为 各 向 同性 硬化 材料 、 服 从 Mises 屈服 条 件 和 Prandtl-Reuss 应 力 应 变 关系 ,以 不 依赖 时 间 
的 弹 塑 性 变形 问题 为 对 象 ,简要 介绍 弹 塑性 有 限 元 的 基本 方程 .基本 求解 方法 和 加 载 步 长 的 
控制 。 


8.2 ” 弹 塑 性 理论 基础 


在 弹 塑 性 小 变形 的 情况 下 ,弹性 力学 中 的 平衡 方程 和 几何 方程 仍然 成 立 , 但 是 物理 方程 
却 不 同 , 因 为 它 涉及 材料 处 于 弹 塑性 状态 的 性 能 。 弹 塑性 问题 是 最 常见 的 材料 非 线 性 行为 。 
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描述 超出 线性 弹性 范围 的 材料 行为 的 塑性 理论 由 三 个 重要 概念 组 成 。 首 先是 届 服 准则 , 它 
确定 一 个 给 定 的 应 力 状 态 是 在 弹性 范围 还 是 发 生 了 塑性 流动 ; 其 次 是 流动 定律 ,描述 塑性 
应 变 张 量 增 量 与 当前 应 力 状 态 的 关系 并 以 此 形成 弹 塑性 本 构 关系 表达 式 ; 最 后 是 硬化 定 
律 , 确 定 随 着 变形 的 发 展 届 服 准则 的 变化 , 即 材料 的 后 继 届 服 条 件 。 


8.2.1 材料 的 塑性 性 质 


塑性 阶段 应 力 与 应 变 关系 ,和 弹性 阶段 时 一 样 ,要 建立 在 实验 的 基础 上 。 简 单 拉 伸 和 薄 
壁 简 扭转 实验 所 得 到 的 应 力 -应 变 曲 线 是 研究 材料 塑性 性 质 的 基本 资料 。 图 8-1 是 低 碳 钢 
的 拉 伸 曲线 。 从 实验 得 知 ,应 力 增加 到 届 服 应 力 cy 时 ,应 力 -应 变 曲 线 上 出 现 届 服 平台 ， 
该 处 开始 线 弹 性 行为 被 弹 塑性 响应 代替 。 发 生 屈 服 以 后 ,大 多 数 材料 要 使 继续 增加 变形 必 
须 使 应 力 进 一 步 增 加 , 即 da/ds>0, 这 就 是 所 谓 的 加 工 硬 化 。 如 果 屈 服 阶段 很 长 ,可 以 简化 
成 如 图 8-2 所 示 的 曲线 , 即 do/de 二 0, 称 为 理想 塑性 或 完全 塑性 。 


图 8-1 低 碳 钢 拉 伸 应 力 应 变 曲线 图 8-2 ”理想 塑性 应 力 应 变 曲线 


由 实验 得 知 ,材料 变形 超过 屈服 极限 以 后 , 印 载 是 弹性 的 , 它 沿 着 和 原点 斜率 大 致 相同 
的 斜 直线 作为 印 载 路 径 ,这 表明 卸载 过 程 的 不 可 逆 性 。 因 此 , 弹 塑 性 应 力 和 应 变 之 间 并 没有 
一 一 对 应 的 关系 , 即 应 变 不 仅 依赖 于 当时 的 应 力 状态 ,而且 还 依赖 于 整个 加 载 的 历史 。 

在 一 般 情况 下 ,对 于 弹 塑性 状态 的 物理 方程 ,无 法 建立 起 最 终 应 力 状 态 和 最 终 应 变 状态 
之 间 的 全 量 关系 ,而 只 能 建立 反映 加 载 路 径 的 应 力 应 变 之 间 的 增 量 关系 。 当 然 , 若 整个 加 载 
过 程 是 简单 加 载 或 接近 简单 加 载 ,可 以 建立 应 力 和 应 变 之 间 的 全 量 关 系 , 但 增 量 关 系 包 括 了 
加 载 和 印 载 过 程 。 


8.2.2 Mises 屈服 准则 及 硬化 定律 


在 外 载荷 作用 下 ,物体 内 某 一 点 开始 产生 塑性 变形 时 ,应力 所 必须 满足 的 条 件 称 为 屈服 
准则 。 常 用 的 屈服 准则 有 如 下 几 种 ， 

(1) Von Mises 准则 

(2) Tresca 准则 

(3) Mohr-Coulomb 准则 

(4) Drucker-Prager 准则 

其 中 (3)(4) 包 括 线 性 与 抛物 线性 两 种 。 前 两 个 准则 只 适用 于 金属 材料 ,后 两 个 准则 适 
用 于 土壤 、 涯 石 混凝土 等 摩擦 材料 。 下 面 介绍 Mises 届 服 准则 。 

Mises 届 服 准则 认为 : 材料 在 复杂 应 力 状态 下 的 形变 能 达到 单 向 拉 伸 届 服 时 的 形变 能 
时 ,材料 开始 届 服 。Mises 屈服 条 件 是 
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PO OO RE EE RO 


i :+ (0 —o)+t (os —a)] =o, (8-1) 


式 中 ,a 、oz os 为 主 应 力 ,o, 是 单 向 拉 伸 时 的 届 服 极限 。 
塑性 力学 中 采用 等 效应 力 和 塑性 等 效应 变 衡量 变形 体 的 届 服 和 加 / 钾 载 状态 。 
等 效应 力 定义 为 


s= /Frm a) + (6m): + (a —a)’] 
或 用 一 般 应 力 表示 为 


2 Vo 十 二 区 广 于 1 机 十 于 区 (8-2) 
于 是 Mises 届 服 条 件 是 
5 一 0y (8-3) 
在 单 向 应 力 状态 下 ,等 效应 力 5 就 是 单 向 应 力 ao。 许多 材料 试验 表明 静水 应 力 状态 对 
塑性 流动 没有 影响 ,因此 引进 应 力 偏 量 
= os — out = ty 
o%=0—O0n 即 oy= 0 on = te (8-4) 


0 = 0 — Ot = Te 
式 中 6 (on 上 as 十 oa) $0; Ho, 十 6: ) 称 为 平均 应 力 。 则 等 效应 力 可 以 用 应 力 偏 量 
表示 为 


oT TT Tt) (8-5) 
若 记 
{o}= [0 0 人 Vor, Yar Vir] 
则 等 效应 力 可 简写 为 
部 二 oo (8-6) 


以 上 所 讨论 的 是 材料 的 初始 届 服 条 件 ,下 面 讨论 材料 的 应 变 强 化 规律 , 即 材料 的 后 继 届 
服 条 件 。 假 设 材料 进入 塑性 之 后 ,载荷 按 微 小 增 量 方式 逐步 加 载 ,应 力 和 应 变 增 量 为 
d{o} 和 d{e}。 则 全 应 变 增 量 dfe} 为 弹性 应 变 增 量 d{e}。 和 塑性 应 变 增 量 d{e}, 之 和 , 即 
d{e}= d{e}. + df{e}s (8-7) 
对 应 于 等 效应 力 ,定义 等 效应 变 为 


V2 2 2 2 3 2 2 i 
re 人 和 十 (ee) +t(e ee) + (0+7Y+7) (8-8) 


对 于 单 向 拉 伸 6, 二 ese, 二 e. 二 一 je ,7 二 7 二 Ys 二 0, 等 效应 变 恰好 等 于 e。 
定义 塑性 应 变 增 量 的 等 效应 变 为 塑性 等 效应 变 增 量 de,。 因 为 塑性 变形 不 产生 体积 改 


变 , 故 取 # 一 二 ,于 是 有 


同一 这 /一 巾 用 十 (过 十 晤 并 十 ( 旺 十 dd) 十 总 (9 骆 十 十 9 


(8-9) 


SS 
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seni > na nsndtrd dss tannertinis 


同样 引进 应 变 偏 量 


(8-10) 


/ / 
Ez 一 ez 一 Enyym 一 Yry 
/ / 
Ey= Ey — En = mm 

/ / 

Ez 一 Ec 一 sn) 一 Yor 


式 中 人 = (es 十 ey 十 e: )/3 称 为 平均 应 变 。 塑 性 变形 中 的 体积 应 变 等 于 零 , 即 ?十 ?十 e? 二 
0, 因 此 对 于 塑性 应 变 , 偏 量 就 是 它 本 身 , 即 dey 一 deg 。 所 以 


全 /3 Vi Fde?” Fde? 十 十 (d) 十 dy 十 dy5) (8-11) 
若 记 
p p p 1 p 1 op 1 op PF 
df{e}» = |det des de 启 闻 后 中 (8-12) 
则 等 效 塑 性 应 变 增 量 可 写成 


dE, — /Sdef de (8-13) 


如 图 8-1 所 示 ,如 果 应 力 超过 届 服 极限 到 达 P 点 , 印 载 是 弹性 的 , 即 忆 点 以 与 原点 斜率 
相同 的 斜 直线 为 卸载 路 径 。 若 印 载 后 继续 加 载 , 则 几乎 按 原 印 载 路 径 回复 到 己 点 。 这 样 ， 
经 过 外 载 再 加 载 时 的 屈服 极限 提高 了 ,而 且 提 高 后 的 屈服 应 力 和 外 载 前 的 塑性 应 变 6， 

应 用 到 复杂 应 力 状态 下 有 如 下 的 塑性 强化 规律 : 在 进入 初始 届 服 后 ,进行 卸载 或 部 分 
外 载 后 再 加 载 , 其 后 继 届 服 应 力 值 仅 与 印 载 前 的 等 效 塑 性 应 变 总 量 有 关 。 也 就 是 说 ,后 继 届 


服 只 有 当 等 效应 力 符合 
= 可 (| 时 (8-14) 

时 才 会 发 生 。 函 数 及 反映 了 后 继 届 服 应 力 对 于 等 效应 变 总 量 的 依赖 关系 。 

如 图 8-3 所 示 ,将 单 向 拉 伸 曲线 上 超出 屈服 。 了 
应 力 的 o 作 为 等 效应 力 5, 它 所 对 应 的 塑性 应 变 | 
6, 作为 等 效 塑 性 应 变 总 量 5,, 可 以 作出 5 一 E。 曲 “ 本 
线 图 。 

式 (8-14) 写 成 增 量 形式 为 EE 人 一 

d= H’'de, (8-15) " 

则 下 就 是 强化 阶段 曲线 a 一 a 的 斜率 。 式 (8-14) 图 8-3 5 一 5 曲线 


和 式 (8-15) 反 映 了 材料 初始 届 服 后 强化 与 屈服 
之 间 的 关系 , 即 材料 的 后 继 届 服 条 件 , 也 就 是 等 向 强化 材料 的 Mises 届 服 准则 。 
常用 的 硬化 定律 除 上 述 等 向 强化 (或 叫 各 向 同性 硬化 ) 外 ,还 有 运动 硬化 、 混 合 硬化 。 


8.2.3 Prandtl-Reuss 塑性 流动 增 量 理论 


流动 法 则 描述 塑性 变形 条 件 下 材料 的 本 构 关 系 。 对 金属 材料 ,常用 的 流动 法 则 是 
Prandtl-Reuss 塑性 流动 法 则 。 
Prandtl-Reuss 塑性 流动 法 则 认为 ,金属 材料 的 塑性 应 变 增 量 是 和 届 服 面相 关联 的 。 对 
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WE DS 


于 等 向 强化 Mises 届 服 准则 , 届 服 面 方程 为 
/=a—H(Jd,)=0 (8-16) 
式 (8-16) 表 示 应 力 空间 的 一 张 曲 面 。Prandtl-Reuss 流动 法 则 指出 ,塑性 应 变 增 量 矢量 


垂直 于 应 力 空间 的 屈服 面 , 且 塑 性 应 变 增 量 偏 量 与 应 力 偏 量 成 正比 , 即 Prandtl-Reuss 应 力 
应 变 关系 


3ds。 ， 
dfej = to (8-17) 
由 式 (8-2) 和 式 (8-4) ,得 
95 30% 30% 3c SR 要 
afc} 26 25 275 5 6 ] Sera 
将 式 (8-18) 代 入 式 (8-17), 则 
= de _95 i 
dte}s = day (8-19) 


8.3” 弹 塑性 有 限 元 法 


8.3.1 弹 塑性 有 限 元 法 的 应 力 应 变 关系 


Prandtl-Reuss 塑性 理论 认为 当 弹 性 应 变 与 塑性 应 变 部 分 相 比 属于 同一 量 级 时 ,在 塑性 
区 应 考虑 弹性 应 变 部 分 , 即 总 应 变 增 量 偏 量 由 两 部 分 组 成 ,其 表达 式 如 式 (8-7) 所 示 。 在 弹 
性 阶段 , 即 当 变形 体 中 的 某 质 点 尚未 届 服 或 处 于 秃 载 状 态 时 ,其 应 力 应 变 关系 符合 胡 克 定 
律 ; 进入 弹 塑性 阶段 符合 Prandtl-Reuss 假设 。 
根据 应 力 增 量 与 其 产生 的 弹性 应 变 增 量 之 间 的 关系 满足 胡 克 定律 ,是 线性 的 ,可 写 为 
d{o}= [DJed{e}: = [DJ.(d{e}— df{e},) (8-20) 
式 中 [D] ,为 弹性 矩阵 。 将 上 式 两 边 乘 以 和 


95 
af 
i 到 人 等 

(a0) dt0= (ar) IDI de) dte)s) (8-21) 
再 利用 强化 材料 的 Mises 准则 式 (8-15) ,得 

9 17 i 
rd d{o}= ds = H’de, (8-22) 

将 式 (8-19) . 式 (8-22) 代 入 式 (8-21) ,得 


H’ds,d{o}= (a } [Dl.( dte 一 de, 并 | (8-23) 


将 上 式 写成 等 效 塑 性 应 变 增 量 de。 和 全 应 变 增 量 d{e} 的 关系 式 为 


0 [De 
des 二 证 dfs (8-24) 


9{o} “gf{o} 
将 上 式 和 式 (8-19) 代 入 式 (8-20) ,得 
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二 ar b 
LIB] mi 
d{o}= | [D]。 5 人 | 二 |dte (8-25) 
下 二 人 oj [D1 300 
证 
96 95 
了 ]。 [D]。 
[D]， ei (8-26) 
H+ {305} DI. a 
[Dls = [D]. 一 [D]，。 (8-27) 
得 到 增 量 形式 的 弹 塑 性 应 力 应 变 关系 
d{o}= [DJwd{e} (8-28) 


式 中 ,[D]w 为 弹 塑性 矩阵 。 弹 塑性 矩阵 是 变形 历史 与 应 力 状态 的 函数 。 
下 面 列 出 弹 塑性 矩阵 的 显 式 表达 式 。 
1. 空间 问题 弹 塑 性 矩阵 的 显 式 
对 于 空间 问题 ,弹性 矩阵 为 


lI—2 1—%h 
= 久 0 0 0 
E 1 一 2 
[Dl. = T+ (8-29) 
Wl 而 
2 
1 
称 2 0 
1 
2 


由 式 (8-29) 和 式 (8-18) ,并 注意 到 a/ 十 a, 十 c= 二 0, 得 


亲友 -可 = Pl[e 动 .起 5 2 2 一 只 [ 和 


a , 6 or ry tn ve] 
(8-30) 
其 中 G= i 20 为 材料 的 剪 切 弹性 模 量 。 
根据 式 (8-26) ,得 

dl RR es dr ls 

vo oo OTay Gr Bs 

9G? BH es Ws 
NN (8-31) 

Dh -+ 对 法。 训 训 。 才 六 s 

称 TT 

起 


把 式 (8-29) 和 式 (8-31) 代 入 式 (8-27) ,得 空间 问题 的 弹 塑性 矩阵 为 
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1= / 本， , /7 1 
下 
= = 
[Dls = 
l+p 2 
对 Wy 一 — Wg 
称 计 一 wr 一 rr 
be 2 
| 到 一 ors 
(8-32) 
Ee” 9G 
式 中 35708 5G)* 
2. 对 称 问题 强 塑 性 矩阵 的 显 式 
对 于 轴 对 称 问题 ,dyw 二 dyg 二 0,drw 王 dry 二 0, 于 是 
ol gg ore ab 
9G? le 
IDj -1 十 后 济 | 轩 十 ” (8-33) 
称 2 
四 一 1/ 1/ / 六 贡 / 
Te war wor 1 一 光一 was WOT 
有 一 而 ,2 pr 要 / 
E 三 2 Woo 二 又 WO 60 WO oT 
[Dl = 下 于 
对 Ew 一 oo'rv 
1—2p 
称 六 一 os 
(8-34) 
3. 平面 问题 弹 塑 性 矩阵 的 显 式 
平面 应 力 问题 中 ,dy 一 dy 一 0,do. 一 dc- 一 dr 一 0; 
等 效应 力 为 
6= Veo 6o0y 二 3 ; 
弹性 矩阵 为 
[2 0 
[和 二 败 呈 地 (8-35) 
0 0 二 


则 
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于 十 pz 
[D]。 3G | (8-36) 


a ol Ry 
(1 一 A)rm 


将 上 式 代 入 式 (8-26) ,得 出 


(as 十 hz) (gto) (ot) (op) (ot po ) rs 
Wd toe to a 
QG 一 A) 
对 称 (i 
(8-37) 
其 中 ,Q=o 人 十 o? 十 2polg' 十 2(1 一 pj) 世 ,+1 2 区 -一 二 ,在 塑性 区 ,一 = 十 。 于 是 平面 应 力 
问题 的 弹 塑 性 矩阵 为 
op Ro = 
a ,2 Co) 
[Dl]s = a or ++2p He " 四 (8-38) 
0 -本 和 了 2 
对 称 + 于 («x 
式 中 p= 2 ,R=0’*+2po’0, +o,? 。 


平面 应 A fad 可 以 由 式 (8-38) 直接 得 到 ,只 要 将 EE 换 成 
EE/(1 一 py ) 潍 换 成 jy/ (1 一 yz) 即 可 。 


8.3.2 弹 塑 性 有 限 元 方程 


由 于 弹 塑性 变形 条 件 下 应 力 与 变形 间 的 非 线 性 关系 , 弹 塑性 体形 状 的 累积 变化 一 般 不 
能 像 弹 性 问题 一 样 能 一 次 算出 ,通常 将 载荷 分 解 为 若干 个 增 量 逐 步 加 上 去 , 即 按 增 量 法 
求解 。 

设 对 于 4 时 刻 至 1 十 At 时 刻 增 量 步 计算 ,在 1 时刻 的 载荷 为 : 单位 体积 的 体积 力 为 6;， 
作用 在 力 边界 面 S$, 上 单位 面积 的 表面 力 为 'p; ,位 移 为 i ,应 变 为 sj ,应 力 为 o;。 在 此 基础 
上 ,于 At 时 间 增 量 步 内 外 载荷 增加 一 个 增 量 , 体 积 力 增 量 为 Ab; ,面积 力 增 量 为 Ab, ,在 位 移 
边界 面 S, 上 有 给 定位 移 增 量 A6;, 从 而 在 变形 体内 任 一 点 产生 位 移 增 量 A6; ,应 变 增 量 
Aej ,应 力 增 量 Ac 。 

在 1 十 At 时 刻 , 增 量 形式 的 虚 功 方程 为 


| ev 十 Am )6(Aey )dV = | (ps 十 Ap08(A5)d4S 十 | Cb 十 Abi)6(A6)dV (8-39) 
将 增 量 形式 的 本 构 方 程 代入 上 式 ,忽略 二 阶 微量 ,得 
tar 于 会 全 
四 ([D]s )su Aend CAes )dV = pacAs dds+|, 66CAsoay 一 | 6(CAei )dV 
(8-40) 


下 面 对 式 (8-40) 进 行 离散 化 处 理 。 设 对 单元 e 选取 的 形 函 数 和 矩阵 为 LNJ], 单 元 内 任 一 
点 的 位 移 增 量 是 单元 节点 位 移 增 量 的 函数 。 
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{A6}= [N]{AS} (8-41) 
式 中 ,{A6}“ 是 单元 节点 位 移 增 量 列 阵 。 
应 变 增 量 为 
{Ae}= [B]{A6} (8-42) 
式 中 ,{Ae}= 二 [Ae: Ag， Ae: 2Aes 2Ae 2Aes]'。 
增 量 型 本 构 方程 可 以 表示 为 
{Ao}= [Dlw{Ae}= [D]e[B]{A0 (8-43) 


式 中 ,{Ao} 二 [Ac Ac Au。 At, ， Are Arz]'。 
将 式 (8-38) 一 式 (8-40) 代 入 式 (8-37) ,得 


(Br tp tBIav) ty = | INT“tods+ NI {oyav— | LB1" (oyav 


(8-44) 
记 
[一 | .BlrIDlsBlav 
一 | INJreetojds+| [NI™* {6}dv 
{py = |], NTS {pyds+ | NTT 全 ee 
‘(Fy = | [BIT {nav 
{Ap} = {py {FY 
式 (8-44) 可 写 为 
[A] LAo = {Ap}" (8-46) 


式 (8-46) 称 为 单元 刚度 矩阵 方程 。 其 中 , [&]" 称 为 单元 刚度 矩阵 , {Ap}" 称 为 单元 节点 载 
荷 增 量 列 阵 。 
把 所 有 单元 刚度 方程 进行 集合 , 即 可 获得 整体 有 限 元 方程 
[K]{A0}= {Ap} (8-47) 
式 中 ,[K] 为 整体 刚度 矩阵 , [K] = 二 》) []“; {A6} 为 整体 位 移 增 量 列 阵 , { Ap} 为 整体 节点 


载荷 增 量 列 阵 , {Ap} = 二 >) {Ap}*。 


应 注意 的 是 , 式 (8-47) 的 形式 虽然 与 弹性 问题 的 相同 ,但 由 于 其 中 刚度 矩阵 为 变形 历 
史 与 应 力 状态 的 函数 ,所 以 , 弹 塑性 有 限 元 刚度 方程 为 非 线 性 方程 。 


8.3.3 弹 塑 性 有 限 元 方程 的 求解 


上 面 建立 的 增 量 形式 的 弹 塑 性 有 限 元 方程 (8-47) 是 一 个 非 线性 方程 组 ,刚度 矩阵 与 当 
前 变形 状态 及 变形 历史 有 关 , 是 位 移 的 函数 。 对 于 弹 塑 性 分 析 , 要 计算 变形 体 的 最 终 状 态 ， 
一 般 用 增 量 即 沿 加 载 路 径 进行 逐步 加 载 将 非 线性 方程 线性 化 来 求解 ,而 每 个 加 载 步 的 计算 
都 涉及 若干 次 迭代 计算 。 下 面 介 绍 弹 塑性 有 限 元 非 线性 方程 组 求解 的 几 种 基本 方法 。 

1. 变 刚度 法 

变 刚 度 法 又 称 切线 刚度 法 ,在 等 效应 力 达到 届 服 极限 后 应 与 应 变 关系 由 式 (8-28) 确 
定 。 弹 塑性 矩阵 [D]。 中 含有 应 力 ,是 加 载 过 程 的 函数 。 方 程 (8-28) 的 求解 通常 采用 增 量 
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形式 来 近似 代替 微分 形式 。 计 算 中 因 [D]。。 在 一 个 加 载 步 范围 内 变化 不 大 ,可 假设 在 每 一 
加 载 步 中 是 一 个 常数 ,并 以 该 加 载 步 前 的 应 力 状态 近似 计算 出 [D1 ; 即 

{Ac}= [DJ]w{Ae} (8-48) 
同样 由 式 (8-46) 确 定 的 单元 刚度 矩阵 [K]" 在 一 个 加 载 步 中 也 是 常数 。 

弹 塑 性 变形 过 程 中 ,在 一 个 变形 体内 ,不 仅 各 点 的 应 力 状 态 是 不 同 的 ,而 且 随 着 载荷 是 
变化 的 ,通常 在 变形 体内 从 一 个 区 域 到 另 一 个 区 域 ,等 效应 力 是 逐渐 达到 届 服 极限 的 。 变 形 
体内 部 可 能 同时 存在 弹性 区 、 过 渡 区 、 塑 性 加 载 区 和 塑性 和 卸载 区 四 种 不 同 状 态 的 区 域 的 单 
元 。 对 于 符合 Mises 届 服 准则 的 各 向 同性 强化 弹 塑 性 材料 , 届 服 函数 如 式 (8-16) 所 示 。 变 
形体 的 四 种 区 域 和 单元 ,可 用 届 服 函数 判别 如 下 : 

1) 弹性 区 


i i | 
er Me (8-49) 
[D]。 = [D]. 


2) 弹 塑性 加 载 区 


No a 
ee SH tar 0 (8-50) 
[Dl]s = [D].— [D], 


3) 弹 塑性 印 载 区 


Fo Ha 
[eam (8-51) 
[Dls = [D]. 


4) 过 渡 区 
jos HE)<0 
| (8-52) 
froy HEH ,Het)>0 
在 过 渡 区 ,i 时 刻 该 区 处 于 弹性 状态 , 增 量 步 中 进入 弹 塑性 状态 。 对 此 增 量 步 的 本 构 矩 
阵 引 入 系数 m 进行 加 权 平 均 计 算 。 
[Dj]。 = m[D]+ (1—m)[D]s (8-53) 
这 里 加 二 ( 理 一 5)/(T%6G 一 6) 为 加 权 系 数 ,0 才 m 壹 1。 
变形 体内 单元 的 状态 可 分 为 弹性 单元 、 弹 塑性 单元 及 过 渡 单 元 三 类 。 各 类 单元 有 不 同 
的 应 力 与 应 变 关系 和 单元 刚度 矩阵 。 对 于 整体 来 说 ,可 用 下 列 关系 式 表 示 : 
[KJ]= BEkJ. + 2) [hls t+ Ik]e (8-54) 


式 中 疙 wa va 分 别 为 弹性 单元 、 弹 塑性 单元 和 过 渡 单 元 的 数量 , [k]。、 [8]w 和 [k]s 分 别 为 
弹性 单元 、 弹 塑性 单元 和 过 渡 单 元 的 刚度 矩阵 。 

随 着 加 载 各 单元 的 状态 的 变化 , [K] 也 是 变化 的 。 在 计算 中 ,每 增加 一 个 载荷 增 量 , 就 
得 重新 计算 一 次 整体 刚度 矩阵 ,即将 弹 塑 性 有 限 元 方程 式 (8-47) 视 为 刚度 矩阵 为 分 段 常 数 
的 线性 方程 组 (如 图 8-4) ,所 以 称 之 为 变 刚度 法 。 

整体 刚度 矩阵 求 出 后 ,就 可 根据 载荷 和 位 移 的 线性 方程 组 求解 出 未 知 节点 位 移 增 量 , 进 
而 求 出 各 单元 的 应 变 及 应 力 增 量 。 
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采用 不 同 的 加 载 方法 .过渡 单元 的 处 理 也 有 不 同 。 下 面 叙述 
两 种 加 载 方法 。 
(1) 定 加 载 法 
定 加 载 法 又 称 等 量 加 载 法 。 它 每 次 的 加 载 量 是 预先 给 定 的 。 
这 种 加 载 法 的 加 载 量 一 般 较 大 。 由 于 每 次 加 载 量 较 大 ,所 以 加 载 
中 由 弹性 转变 为 弹 塑性 的 单元 较 多 。 过 渡 单 元 在 加 载 步 中 达到 届 


服 , 为 此 单元 刚度 矩阵 按 下 式 计算 
[k]s = m[k]e(1—m)[k]es (8-55) 
妈 的 取 值 需要 进行 欠 代 来 逼近 ,收敛 性 一 般 很 好 ,只 需 进行 2 一 3 图 84 变 刚度 法 示意 图 
次 迭代 就 能 达到 满意 的 精度 。 
(2) 变 加 载 法 


变 加 载 法 又 称 为 r 因子 法 。 用 这 种 方法 计算 ,每 次 加 载 量 是 变化 的 ,其 大 小 是 由 计算 结 
果 来 确定 的 。 计 算 开 始 时 预先 施加 一 个 单位 载荷 增 量 ,然后 求 出 各 单元 在 施加 该 载荷 后 的 
等 效应 力 增 量 。 根 据 这 个 增 量 求 出 弹性 单元 达到 屈服 所 需 施 加 载荷 的 增 量 值 ,最 后 取 这 些 
增 量 值 中 最 小 的 一 个 增 量 值 作为 本 次 加 载 的 加 载 量 。r 弹性 单元 的 加 载 因子 按 下 式 进 行 
计算 。 

ri = (0, —6i)/ ("6; 一 5) (8-56) 

采用 这 种 处 理 方法 ,能 保证 每 次 加 载 后 .弹性 单元 中 等 效应 力 最 大 者 正好 达到 届 服 。 在 
下 一 次 加 载 中 该 单元 按 弹 塑性 单元 处 理 。 这 种 方法 避免 了 在 每 个 加 载 步 中 单元 由 弹性 转变 
为 弹 塑性 所 需 迭 代 计 算 m 因子 的 过 程 ,还 能 保证 足够 高 的 计算 精度 。 

(3) 变 刚 度 法 的 基本 计算 步骤 

变 刚度 法 的 基本 计算 步骤 如 下 : 

@ 以 上 一 加 载 步 的 计算 结果 作为 本 步 计算 的 初始 值 ,计算 [D]. 单元 刚度 矩阵 并 装配 
总 刚度 矩阵 。 

@ 施加 全 部 载荷 于 结构 , 作 线 弹性 计算 。 

@ 算出 各 单元 的 等 效应 力 ,搜索 最 大 等 效应 力 值 zwwx ,计算 初始 加 载 系 数 8 一 cs/zmw。 

@@ 以 Bf6}.,B{e}、B{o}、B[P] 作 为 弹 塑性 有 限 元 分 析 的 初始 状态 和 弹性 变形 的 极限 
状态 。 


@@ 设 定 届 服 后 每 一 增 量 步 所 施加 的 载荷 增 量 值 : {Ap} 一 上 (1 一 B) {p} ,其 中 为 变形 


体 进入 届 服 后 至 加 载 完 毕 的 加 载 步 数 。 

在 进入 届 服 后 的 各 增 量 步 计 算 中 ,首先 判别 单元 弹 塑性 状态 及 估算 弹 塑性 过 渡 单 元 
的 mm 值 。 

@ 根据 mm 值 修正 计算 [DJ 、 单 元 刚度 矩阵 和 总 刚度 矩阵 。 

@ 施加 假想 载荷 增 量 值 {Ap}, 作 弹 塑性 计算 。 

@ 修正 mm 值 ,重复 DO@ 步 又 。 

四 计算 各 个 未 届 服 的 弹性 单元 的 7 值 ,并 决定 ris 值 ,修正 加 载 步 长 。 

@@ 将 按 {Ap} 计 算 的 位 移 、 应 变 、 应 力 和 {Ap} 等 乘 上 rwin。 

四 对 塑性 单元 计算 Ag。 ,并 检查 单元 是 否 卸 载 。 对 卸载 单元 用 弹性 应 力 应 变 关系 重 做 
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em Dn 


一 次 这 个 阶段 的 计算 。 

图 各 节点 位 移 和 单元 应 力 应 变 的 更 新 。 

加 计算 残余 力 ,进行 载荷 增 量 步 的 收敛 判定 。 若 未 满足 收敛 条 件 , 则 以 残余 力 为 下 一 
和 迭代 步 的 载荷 增 量 ,重复 求解 刚度 方程 式 ,直至 收敛 为 止 。 

轿 节点 坐标 ,单元 届 服 应 力 和 切线 模 量 的 更 新 。 

@ 该 增 量 步 终 了 时 单元 弹 塑 性 状态 及 加 载 状 态 的 判别 及 其 存储 。 

加 载荷 全 部 加 完 , 则 计算 结束 ; 否则 返回 第 @ 步 作 重 复 计算 ,直至 加 载 完毕 。 

2. 初 载荷 法 

初 载荷 法 是 将 塑性 变形 部 分 视 为 初 应 力 或 初 应变 来 处 理 ,将 塑性 变形 问题 转化 为 弹性 
问题 的 求解 方法 。 

在 小 位 移 变形 的 弹 塑性 问题 中 ,车 利用 式 (8-27) 、 式 (8-28), 则 

d{o}= ([D].。 [D],)dfe} [D].dfe} 一 [D],dfe} [D].d{e}+d{0o} (8-57) 

把 一 [D]sdf{e} 视 为 初 应 力 {0o} ,就 与 弹性 有 限 元 法 一 样 ,只 要 在 基本 方程 中 ,增加 一 项 
由 一 [D]sd{e} 引 起 的 初 载荷 向 量 即 可 。 这 样 一 来 ,联系 应 力 增 量 和 应 变 增 量 的 仅 是 弹性 矩 
阵 [D]。, 所 以 相应 的 刚度 矩阵 计算 与 弹性 问题 时 的 相同 。 这 种 方法 称 为 初 应 力 法 。 

此 外 ,应 力 -应 变 关系 还 可 改写 成 男 一 种 形式 

d{o}= [DJ].d{e}. = [DJ.(d{e}— dt{e},) = [DJ].(d{e}— {e0}) (8-58) 
把 dfej， 视 为 初 应 变 {eo}, 则 与 弹性 问题 中 存在 初 应 变 的 情况 相似 ,只 要 在 基本 方程 上 加 上 
一 项 由 dfsj， 引起 的 初 载荷 向 量 即 可 。 而 且 由 于 使 用 的 只 是 弹性 矩阵 [D]。, 所 以 其 相应 的 
刚度 矩阵 计算 与 弹性 时 相同 。 这 种 方法 称 为 初 应 变法 。 

无 论 是 初 应 力 法 还 是 初 应 变法 ,它们 都 是 在 基本 方程 中 ,加 上 一 个 由 初 应 力 (或 初 应 变 ) 
引起 的 初 载荷 向 量 ,从 而 求 得 弹 塑性 体 中 节点 的 位 移 , 单 元 的 应 变 、 应 力 等 。 所 以 把 它们 统 
称 为 初 载荷 法 。 

下 面 分 别 叙 述 初 应 力 法 和 初 应 变法 。 

(1) 初 应 力 法 。 为 了 使 问题 线性 化 ,单元 届 服 后 , 仍 采用 逐步 加 载 法 , 当 每 次 加 载 的 载 
荷 较 小 时 , 式 (8-57) 可 写 为 


A{o}= [DJ.d{e}t {00} 
{00}=— [D]oAe 
上 式 可 用 图 8-5 表示 。 a 
这 样 ,由 虚 功 原理 及 变 分 原理 ,可 得 
[K]A{6}= A{p}+ {po} (8-60) 
这 里 ,A{p} 为 外 载荷 增 量 ,{ po} 为 初 载荷 。 


[KJ= DtB1 1D]. LBJav 


(8-59) 


O As 加 
{p=— DD) LB tayay = DBI IDYAeY dV i 


8-5 初 应 力 的 含义 
(8-61) 


由 上 式 可 以 看 出 ,问题 的 求解 只 需 计算 一 次 弹性 刚度 矩阵 , 随 着 加 载 过 程 的 进行 ,逐步 
更 新 初 载荷 即 可 。 初 载荷 向 量 {po} 不 仅 与 加 载 前 的 应 力 水 平 有 关 , 而 且 与 此 次 加 载 引起 的 
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应 变 增 量 有 关 。 这 样 在 式 (8-60) 中 ,等 号 两 侧 都 含有 未 知 数 。 所 以 每 一 次 加 载 时 ,必须 用 
迁 代 方法 解 基本 方程 。 具 体 迭 代 过 程 ,可 先 取 {oo} 二 0, 由 式 (8-61) 求 得 初 载荷 向 量 {po} 一 
0, 然 后 在 载荷 A{p} 下 , 解 方程 式 (8-60) ,此 时 , 式 (8-60) 可 写 为 
[KJ]A{6.}= A{p}+ {po}= A{p} (8-62) 
求 得 A{61} 后 ,由 A{6} 计 算出 相应 的 应 变 增 量 Af{ei} 和 初 载荷 向 量 {pi} ,然后 再 进行 
第 二 次 计算 , 解 方 程 


[K]A{6.}= A{p}+ {p1} (8-63) 
得 A{6,}。 依 次 迭代 下 去 ,写成 一 般 迭 代 式 , 则 为 
[K]A{6m}= A{p}+ {pi:}, i= 1,2,3,° (8-64) 


当 两 次 相 邻 选 代 所 得 的 初 应 力 相 差 甚 小 时 ,和 迭代 结束 。 
为 了 提高 计算 精度 ,考虑 过 渡 单 元 ,运用 前 面 引入 的 加 权 系 数 m, 这 样 初 载荷 矢量 为 


{pi}= 肌 | [B]7[D],(1 一 zD)AfeydV (8-65) 
当 单 元 为 弹性 状态 时 , 取 m 二 1; 单元 为 弹 塑 性 变形 状态 时 , 取 m 二 0; 若 为 过 渡 单 元 , 则 计算 
出 m 值 。 
初 应 力 法 的 基本 计算 步骤 如 下 : 


中 一 @ 步 与 变 刚度 法 相同 。 

@ 对 届 服 单元 (包括 过 渡 单 元 ) 以 前 增 量 步 所 得 的 应 力 ( 过 渡 单 元 是 达到 届 服 时 的 应 
力 ) 计 算 [D],。 

@ 对 载荷 增 量 A{p} 进 行 线 弹 性 计算 , 求 得 各 单元 全 应 变 增 量 Afel } 。 

@@ 用 上 一 次 迭代 计算 所 得 的 全 应 变 增 量 , 重 新 计算 初 应力 。 

@ 求 出 相应 的 初 载荷 ,与 A{ 外 一 起 使 用 , 按 弹 性 问题 求解 得 节点 位 移 增 量 和 应 变 增 量 。 

@ 重复 步骤 加 四 直到 相 邻 两 次 所 得 的 初 应 力 非常 接近 时 为 止 。 

四 求 出 应 力 增 量 ,把 位 移 增 量 应力 增 量 欠 加 到 上 一 加 载 步 所 得 的 数值 上 。 

加 输出 计算 结果 

@ 载荷 若 全 部 加 完 , 则 停机 ,否则 , 回 到 步骤 @ 〇 ,继续 计算 。 

(2) 初 应 变法 。 初 应 变法 中 塑性 应 变 增 量 定义 为 初 应 变 , 即 由 
{se0} 二 df{e}p ,如 图 8-6 所 示 , 由 式 (8-19)、 式 (8-22) ,可 得 网 


Ar 
az f 95 Yr 
dtep = 市 sl d{o} (8-66) 
车 采用 逐步 加 载 法 ,进行 线性 化 处 理 , 则 式 (8-66) 写 成 增 量 ea 
形式 为 
ar ({ 95 \ 二 
{Ae}, = 去 到 (5) {Ac} (8-67) 0 加 


由 虚 功 原理 及 变 分 原理 可 以 得 到 与 式 (8-58) 形 式 相同 的 基 ”图 8-6 初 应 变 的 含义 
本 方程 。 其 中 ,刚度 矩阵 与 初 应 力 法 的 计算 公式 (8-59) 相 同 ,用 
弹性 刚度 矩阵 计算 ; 初 载荷 向 量 为 


(= 卫 | .BID = BD], [BI LD 7 (3) (andy 


(8-68) 
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这 样 , 初 载荷 向 量 不 仅 与 本 加 载 步 以 前 的 应 力 有 关 , 而 且 与 本 加 载 步 的 应 力 增 量 有 关 。 
所 以 在 基本 方程 式 的 等 号 两 侧 均 有 未 知 数 ,必须 用 迄 代 的 方法 求解 ,迭代 公式 与 初 应 力 法 相 
似 ,为 
[KJ]{Adn}= TAp}+ {pi}, i= 0,1,2,3. (8-69) 
其 中 ,i 为 迭代 计算 次 数 。 当 i==0 时 , {60}== {Ae}s 二 0, {po} me 当 和 迭代 过 


程 中 , 相 邹 两 次 计算 所 得 的 初 应 变相 差 很 小 时 , 挝 代 完成 。 每 次 加 载 时 的 南部 95】 


Hato} (afo} 
的 计算 ,可 利用 此 次 加 载 前 的 应 力 进行 。 

初 应 变法 的 计算 步骤 与 初 应 力 法 基本 相同 。 

(3) 变 刚度 法 与 初 载荷 法 比较 。 变 刚度 法 在 每 次 加 载 时 ,必须 重新 计算 刚度 矩阵 ,因此 
计算 工作 量 较 大 ,但 它 是 本 购 方 程 和 平衡 方程 的 迭代 ,精度 较 高 ,一 般 不 存在 收敛 与 否 的 问 
题 。 变 刚度 法 的 最 大 缺陷 是 不 能 应 用 于 软化 材料 的 塑性 问题 , 它 会 造成 不 收敛 。 

初 载荷 法 中 ,由 于 刚度 矩阵 是 由 弹性 矩阵 计算 而 得 的 ,因此 每 次 加 载 时 其 刚度 矩阵 不 
变 , 这 样 使 计算 工作 量 大 大 减少 。 但 在 每 个 加 载 步 内 ,都 必须 进行 初 应 力 或 初 载荷 的 迭代 计 
算 , 于 是 就 存在 迭代 是 否 收敛 的 问题 。 对 于 一 般 硬 化 材料 , 初 应 力 法 的 迭代 过 程 一 定 收敛 ， 
而 对 初 应 变法 ,一般 来 说 收敛 的 充分 条 件 是 3G/H'=1。 

对 于 理想 塑性 材料 ,用 初 载荷 法 计算 ,其 迭代 过 程 是 发 散 的。 另外 , 当 已 届 服 单元 数 较 
多 , 即 塑性 区 较 大 时 ,用 初 载荷 法 计算 其 收敛 过 程 缓慢 。 

因此 ,应 该 根据 具体 情况 选择 变 刚度 法 和 初 载荷 法 。 例 如 ,材料 的 硬化 程度 不 大 时 ,可 
采用 变 刚 度 法 ,因为 车 采用 初 载荷 法 即使 收敛 ,其 收敛 过 程 也 相当 缓慢 。 另 外 ,可 以 将 这 两 
种 方法 结合 起 来 使 用 ,例如 在 每 次 加 载 开始 几 步 的 计算 用 初 载荷 法 ,迭代 几 步 后 ,修改 刚度 
和 矩阵 ,以 加 快 收敛 速度 。 


习 题 


8-1 弹 塑性 有 限 元 法 与 弹性 有 限 元 法 有 何 异 同 ? 

8-2 已 知 厚 壁 简 护 环 的 内 外 半径 分 别 为 342mm、481mm, 高 1016mm。 试 求 护 环 液压 
胀 形 ( 两 端 封闭 ) 加 载 过 程 中 , 护 环 整个 壁 厚 开始 均匀 胀 形 ( 整 个 辟 厚 开始 届 服 ) 时 内 压 p 的 
极限 值 。 
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有 限 元 建 模 


本 章 主要 介绍 有 限 元 模型 的 有 关 知 识 。 使 读者 了 解 有 限 元 模型 的 重要 性 ,对 有 限 元 模 
型 所 包括 的 要 素 有 完整 的 认识 。 


9.1 有限 元 模型 的 重要 性 


有 限 元 前 处 理 的 任务 就 是 建立 有 限 元 分 析 模 型 ,又 称 有 限 元 建 模 。 利 用 现 有 有 限 元 软 
件 , 分 析 人 员 可 将 求解 过 程 视 为 黑匣子”, 因此 在 整个 有 限 元 分 析 过 程 中 ,有 限 元 建 模 是 最 
重要 ,最 关键 的 环节 。 但 是 ,要 建立 合理 的 有 限 元 模型 ,需要 综合 考虑 很 多 因素 ,对 专业 知 
识 \ 有 限 元 知识 ,软件 使 用 技能 等 方面 都 提出 很 高 要 求 。 

有 限 元 模型 的 重要 性 主要 体现 在 如 下 三 个 方面 : 

(1) 有 限 元 模型 是 决定 有 限 元 计算 结果 正确 性 的 基础 。 如 果 模 型 不 正确 ,即便 算法 再 
精确 也 不 会 得 到 正确 的 结果 。 

(2) 有 限 元 模型 是 决定 有 限 元 计算 结果 精度 的 主要 因素 。 模 型 的 误差 、 模 型 的 不 合理 
都 会 导致 计算 结果 的 误差 。 

(3) 有 限 元 模型 严重 影响 分 析 时 间 。 不 同 的 有 限 元 模型 需要 的 计算 时 间 和 存储 容量 可 
能 相差 很 大 ,不 合理 的 模型 还 可 能 导致 计算 过 程 死 循 环 或 无 法 求解 。 


9.2 ”有 限 元 模型 的 定义 


有 限 元 模型 是 为 数值 计算 提供 所 有 输入 数据 的 计算 模型 , 它 反映 分 析 对 象 的 所 有 输入 
数据 信息 ,因此 有 限 元 模型 应 包括 五 类 信息 : 分 析 问 题 类 型 .几何 模型 .单元 类 型 网 格 布局 
及 网 格 划 分 .边界 条 件 、 材 料 参数 与 几何 特性 。 


9.2.1 分 析 问 题 类 型 

分 析 问 题 类 型 的 确定 是 有 限 元 建 模 中 最 关键 的 环节 。 分 析 问 题 类 型 主要 包括 结构 类 型 
与 分 析 类 型 。 

1. 结构 类 型 

结构 类 型 如 表 9-1 所 示 。 确 定 结构 类 型 时 ,应 综合 考虑 结构 几何 形状 特点 与 载荷 、 约 柬 
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表 9-1 结构 类 型 


结构 类 型 


几何 形状 特点 


载荷 与 约束 特点 


平面 问题 


平面 应 力 问题 


结构 在 一 个 坐标 方向 的 几何 尺寸 远 
小 于 其 余 两 个 坐标 方向 的 几何 尺寸 ， 
如 等 厚度 薄板 


(1) 作用 于 侧面 的 表面 力 平行 于 板 
面 , 且 沿 板 厚 均匀 分 布 

(2) 体积 力 平行 于 板 面 , 且 沿 板 厚 均 
匀 分 布 

(3) 顶 面 与 底面 无 载荷 作用 

(4) 约束 沿 板 厚 不 变 


平面 应 变 问 题 


结构 沿 一 个 坐标 方向 的 尺寸 很 长 ,所 
有 垂直 于 该 轴 的 和 横 截 面 均 相同 ,如 
较 长 的 等 直 柱 体 


(1) 侧 表面 所 受 载荷 垂直 于 柱 体 轴 
线 , 且 沿 柱 体 轴线 分 布 规律 不 变 

(2) 体积 力 垂直 于 柱 体 轴线 , 且 沿 柱 
体 轴 线 分 布 规律 不 变 

(3) 约 东 沿 柱 体 轴线 不 变 


间 问 题 


结构 在 三 个 坐标 方向 的 几何 尺寸 为 
同一 数量 级 


载荷 与 约束 无 特殊 性 


轴 对 称 问题 


空间 轴 对 称 问题 


平面 图 形 绕 定 轴 旋转 一 周 而 成 


载荷 .约束 对 称 于 同一 固定 轴 


轴 对 称 壳 问题 


线 型 图 形 绕 定 轴 旋 转 一 周 而 成 


载荷 约束 对 称 于 同一 固定 轴 


杆 系 问题 


杆 , 栅 架 结构 


构件 一 个 方向 的 尺寸 远大 于 另外 两 
个 方向 的 几何 尺寸 , 称 为 一 维 杆 件 ; 
受 载 后 发 生 拉 压 变形 称 为 杆 ; 由 杆 
铵 接 而 成 的 结构 为 机 架 结构 


杆 中 不 受 载荷 作用 ,或 载荷 沿 杆 轴线 
杆 端 铵 接 


梁 、 刚 架 结 构 


构件 一 个 方向 的 尺寸 远大 于 另外 两 
个 方向 的 几何 尺寸 称 为 一 维 杆 件 ; 
受 载 后 发 生 弯曲 变形 称 为 梁 ; 由 梁 
刚 接 而 成 的 结构 为 刚 架 结构 


杆 中 受 垂直 杆 轴线 的 载荷 
杆 端 刚 接 


杆 梁 组 合 结构 


由 杆 梁 铵 接 而 成 的 结构 称 为 杆 梁 组 
合 结构 


杆 端 贸 接 


薄板 弯曲 问题 


构件 在 一 个 坐标 方向 的 几何 尺寸 远 
小 于 其 余 两 个 坐标 方向 的 几何 尺寸 ， 
称 为 二 维 板 件 ; 受 载 后 发 生 弯曲 变 
形 称 为 板 壳 ,中 面 为 平面 则 为 板 


既 受 平行 于 板 面 载荷 ,又 受 垂直 于 板 
面 载荷 


薄 壳 弯曲 问题 


构件 在 一 个 坐标 方向 的 几何 尺寸 远 
小 于 其 余 两 个 坐标 方向 的 几何 尺寸 ， 
称 为 二 维 板 件 ; 受 载 后 发 生 弯曲 变 
形 称 为 板 壳 ,中 面 为 曲面 则 为 壳 


既 受 平行 于 壳 面 载荷 ,又 受 垂直 于 这 
面 载荷 


例如 一 受 均匀 内 压 的 厚 壁 圆 简 , 如 果 简 体 很 长 ,而 且 横 置 于 光滑 水 平面 上 , 则 可 视 为 平 
面 应变 问 题 ; 如 果 简 体 不 太 长 ,而 且 直立 于 光滑 水 平面 , 则 可 视 为 空间 轴 对 称 问题 。 如 果 是 
受 均匀 内 压 的 薄 壁 圆 简 , 且 简体 不 太 长 ,直立 置 于 光滑 水 平面 , 则 可 视 为 轴 对 称 壳 问题 。 如 
果 内 压 或 支撑 没有 特点 ,只 能 按 空间 问题 处 理 。 

再 如 天 线 塔 架 , 组 成 塔 架 的 构件 横 截 面 尺 寸 远 小 于 长 度 方向 尺寸 ,可 视 为 一 维 杆 件 。 天 
线 塔 架 的 杆 件 虽然 受到 风 载 作用 ,但 由 于 风 载 对 杆 件 弯曲 作用 很 小 ,可 作为 杆 单元 处 理 , 杆 
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件 受 到 的 风 载 简化 到 两 端 节点 上 ,因此 天 线 塔 架 可 按 枯 架 结构 处 理 。 

特别 注意 的 是 ,结构 类 型 的 确定 还 与 分 析 的 要 求 与 目的 有 关 。 例 如 ,对 于 机 械 传动 系统 
中 的 传动 轴 , 如 果 分 析 的 是 整个 传动 系统 , 则 可 用 梁 单 元 模拟 ,如 果 是 分 析 传动 轴 本 身 的 应 
力 集中 , 则 应 作为 空间 问题 处 理 。 

2. 分 析 类 型 

分 析 类 型 包括 结构 分 析 类 型 与 非 结 构 分 析 类 型 两 大 类 。 结 合 本 书 有 限 元 原理 内 容 , 此 
处 只 介绍 结构 分 析 类 型 。 结 构 分 析 类 型 包括 静 力 分 析 、 动 力 分 析 、 届 曲 分 析 , 动 力 分 析 包 括 
动力 响应 分 析 、 模 态 分 析 。 建 立 有 限 元 模型 时 ,必须 明确 分 析 类 型 ,这 样 才能 根据 有 限 元 理 
论 合理 地 布置 有 限 元 网 格 。 

结构 的 静 力 分 析 计 算 在 固定 不 变 载荷 作用 下 结构 的 响应 (位 移 、 应 力 、 应 变 ), 它 是 结构 
设计 与 强度 校 核 的 基础 。 结 构 的 动力 响应 分 析 计算 在 动 载荷 作用 下 结构 的 响应 (位 移 、 应 
力 应变 ) 大 小 及 其 变化 规律 。 结 构 模 态 分 析 也 称 为 固有 特性 分 析 , 它 的 目标 是 确定 系统 的 
各 阶 固有 频率 与 振 型 ,也 为 结构 动力 分 析 提 供 依据 。 结 构 届 曲 分 析 的 目的 是 确定 结构 失去 
稳定 性 的 临界 载荷 与 届 曲 模 态 ,应 用 于 易 失 稳 的 细 长 受 压 杆 或 薄 壁 结构 的 设计 分 析 。 


9.2.2 几何 模型 


几何 模型 是 网 格 划分 的 基础 ,包括 几何 模型 的 形状 与 尺寸 。 在 确定 几何 模型 形状 时 ,要 
进行 降 维 处 理 、 细 节 简 化 与 几何 形状 的 近似 。 在 确定 几何 模型 尺寸 时 ,应 利用 结构 对 称 性 、 
只 考虑 局 部 结构 等 方法 ,以 减 小 计算 规模 。 

1. 降 维 处 理 

任何 构件 或 零 部 件 都 是 三 维 实体 , 当 其 几何 形状 有 具有 某 种 特殊 性 时 ,可 简化 为 一 维 杆 件 
或 二 维 板 件 等 , 称 为 降 维 处 理 。 降 维 处 理 能 够 使 求解 问题 得 到 简化 ,减少 计算 规模 ,降低 计 
算 费 用 ,又 能 保证 足够 的 计算 精度 。 在 有 限 元 建 模 时 ,应 根据 分 析 问 题 类 型 进行 降 维 简化 ， 
从 而 确定 有 限 元 分 析 所 对 应 的 几何 模型 。 表 9-2 为 结构 类 型 与 有 限 元 分 析 几 何 模型 对 应 
关系 。 


表 9-2 结构 类 型 与 几何 模型 对 应 关系 


结构 类 型 几何 模型 型 式 有 限 元 建 模 对 应 几何 模型 
平面 应 力 问题 中 面 
Wil 平面 应 变 问题 平面 横 截 面 
空间 轴 对 称 问题 子午 面 
薄板 弯曲 问题 中 面 
杆 系 结构 线 框 轴线 
轴 对 称 薄 壳 问题 子午 面 内 线 杠 
空间 问题 实体 实体 
薄 壳 问题 曲面 中 面 


2. 细节 简化 与 几何 形状 的 近似 

实际 结构 中 往往 包括 一 些小 孔 、 浅 模 、 微 小 的 凸 台 、 倒 角 、 过 渡 圆 角 等 ,在 建立 有 限 元 模 
型 时 , 常 忽略 这 些 细节 ,从 而 简化 几何 模型 。 划 分 有 限 元 网 格 时 ,常用 直线 单元 边界 代替 结 
构 的 曲线 边界 ,用 平面 单元 边界 代替 结构 的 曲面 边界 。 细 节能 否 忽 略 ,要 综合 考虑 分 析 的 目 
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的 、 细 节 在 结构 中 的 位 置 等 。 几 何 形状 能 否 近 似 处 理 , 要 考虑 分 析 的 精度 要 求 。 

一 般 认为 静 力 分 析 、 动 力 响应 分 析 时 ,主要 关心 的 是 结构 内 的 位 移 、 应 力 、 应 变 ,删除 细 
节 , 将 影响 分 析 结果 ,因此 应 尽量 保留 结构 中 的 细节 ; 对 结构 进行 模 态 分 析 时 ,关心 的 是 结 
构 整 体 的 特性 ,忽略 这 些 细节 对 分 析 结 果 几 乎 无 影响 ,删除 这 些 细节 ,可 以 简化 几何 模型 。 

例如 ,机 械 结构 中 大 量 存 在 过 渡 圆 角 , 过 渡 圆 角 附近 一 般 存在 应 力 集中 ,而 应 力 集中 对 
过 渡 圆 角 几 何 形 状 的 误差 异常 敏感 ,而 且 过 渡 圆 角 处 的 应 力 集中 一 般 又 是 分 析 研 究 的 目标 ， 
比 时 对 过 渡 圆 角 进 行 简化 处 理 时 应 尽量 保持 原状 。 但 是 对 过 渡 圆 角 的 处 理 还 应 考虑 应 力 集 
中 程度 .结构 分 析 的 目的 和 要 求 等 因素 。 如 图 9-1(a) 所 示 的 模 形 结构 ,共有 A、B、C、D 四 处 
过 渡 圆 角 。 静 力 分 析 时 ,由 于 C.D 两 处 有 较 大 的 应 力 集中 ,因此 在 这 两 个 圆 角 处 应 采用 较 
密集 的 单元 网 格 ,便于 很 好 地 模拟 原 过 渡 圆 角形 状 ; 而 在 A、B 两 处 ,由 于 应 力 梯度 小 ,几何 
形状 误差 对 计算 结果 影响 不 大 ,可 以 采用 较 稀 朴 的 单元 网 格 。 静 力 分 析 时 的 网 格 如 图 9-1(b) 
所 示 ; 模 态 分 析 时 , 则 可 采用 如 图 9-1(c) 所 示 的 较为 规则 ,均匀 的 网 格 布局 ,而 且 删 除了 结 
构 上 的 过 渡 圆 角 。 


四 db (9) 
图 9-1 过 渡 加 角 的 处 理 


对 含 曲 线 边 界 或 曲面 边界 的 结构 , 若 计算 精度 要 求 不 高 或 者 估算 时 ,可 以 直 代 曲 , 有 效 
减 小 计算 规模 。 但 计算 精度 要 求 高 时 ,最 好 采用 高 阶 单元 ,这 样 可 以 减少 几何 形状 离散 化 误 
差 。 如 图 9-2 为 厚 壁 圆 简 的 有 限 元 网 格 ,其 中 图 9-2(a) 使 用 低 阶 四 面体 单元 ,图 9-2(b) 使 
用 高 阶 四 面体 单元 ,显然 ,高 阶 单元 离散 化 结果 比较 理想 。 


(a) (b) 
图 9-2 厚 壁 贺 简 几何 形状 的 近似 


3. 结构 对 称 性 的 利用 

工程 实际 中 ,很 多 结构 具有 对 称 性 .如 能 恰当 地 加 以 利用 ,可 以 使 结构 的 有 限 元 计算 模 
型 以 及 相应 的 计算 规模 得 到 缩减 ,从 而 使 数据 准备 工作 和 计算 工作 量 大 幅 降低 。 

对 称 结构 包括 两 类 基本 形式 : 具有 对 称 面 ( 轴 ) 的 对 称 结构 与 具有 循环 对 称 的 对 称 
结构 。 
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当 结构 中 的 一 部 分 假想 地 相对 于 结构 的 某 一 平面 (或 直线 ) 对 折 后 ,结构 两 部 分 的 形状 、 

物理 性 质 和 约 东 条件 完全 重合 , 则 称 该 平面 为 对 称 面 , 称 该 直线 为 对 称 轴 , 称 该 结构 为 具有 

对 称 面 或 对 称 轴 的 对 称 结构 。 具 有 对 称 面 ( 轴 ) 的 对 称 结构 上 作用 的 载荷 包括 对 称 载荷 . 反 

对 称 载荷 与 一 般 载 符 。 若 载荷 在 结构 对 折 后 相互 重合 , 则 称 为 对 称 载荷 ,如 图 9-3(a) 所 示 ; 

若 载荷 在 结构 对 折 后 , 须 将 对 称 面 (或 轴 ) 某 一 边 的 载荷 冠 以 负 号 才能 相互 重合 , 则 称 为 反对 
称 载 荷 , 如 图 9-3(b) 所 示 ; 无 上 述 特点 则 称 为 一 般 载 荷 。 


图 9-3 具有 对 称 面 结构 


在 静 力 分 析 中 ,利用 结构 对 称 性 ,可 取 结 构 的 一 部 分 建立 有 限 元 模型 ,并 由 载荷 的 对 称 
情况 分 析 对 称 面 ( 轴 ) 上 的 位 移 状 态 , 从 而 确定 对 称 面 ( 轴 ) 上 节点 的 位 移 约 东 条件 。 计 算 结 
东 后 ,由 此 部 分 的 计算 结果 推断 出 整个 结构 的 计算 结果 ,从 而 达到 简化 分 析 的 目的 。 当 结构 
与 载荷 系统 存在 两 个 对 称 面 ( 轴 )? 时 ,可 取 1/4 建 模 , 当 结构 载荷 系统 存在 三 个 对 称 面 时 ,可 
取 1/8 建 模 。 

车 结构 具有 一 对 称 轴 , 当 结构 的 一 部 分 假想 地 绕 着 该 对 称 轴 作 周期 性 旋转 运动 时 ,可 以 
得 到 与 结构 的 其 余部 分 在 形状 ,物理 性 质 、 边 界 条 件 和 受 载 状 态 完全 一 致 的 特征 , 则 称 这 种 
结构 具有 循环 对 称 性 。 如 图 9-4 所 示 为 循环 对 称 结构 ,O 为 对 称 中 心 ,图 9-4(a) 中 阴影 部 
分 绕 对 称 中 心 作 周 期 性 旋转 时 ,得 到 与 结构 其 余部 分 形状 ,物理 性 质 完全 一 致 的 特征 ,齿轮 、 
花 键 轴 等 就 属于 这 种 情况 ,它们 不 是 轴 对 称 问题 ,但 可 以 划分 成 若干 个 几何 物理、 边界 均 完 
全 相同 的 子 结构 。 图 9-4(b) 中 ,对称 中 心 点 一 边 的 结构 绕 对 称 中 心 旋转 180" ,可 以 与 另 一 
半 结 构 完全 一 致 ,该 结构 也 属于 循环 对 称 结构 。 


(b) 
图 9-4 循环 对 称 结构 


对 这 种 结构 进行 静 力 分 析 时 ,可 利用 循环 对 称 性 的 基本 理论 ,根据 结构 循环 对 称 性 的 特 
点 进行 适当 处 理 ,只 取 其 中 的 一 个 子 结构 建立 有 限 元 模型 ,从 而 达到 简化 分 析 的 目的 。 商 用 
有 限 元 软件 中 大 多 有 循环 对 称 分 析 功 能 ,可 参阅 有 关 资 料 进一步 了 解 这 一 功能 。 下 面 只 介 
绍 具 有 对 称 面 ( 轴 ) 的 对 称 结构 的 简化 处 理 方法 ,为 叙述 方便 ,简称 对 称 结构 。 
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结构 对 称 性 利用 的 关键 是 确定 对 称 面 ( 轴 ) 上 的 位 移 状 态 。 一 般 来 说 ,作用 在 对 称 结构 
上 的 载荷 系统 分 为 对 称 、 反 对 称 和 一 般 三 种 情况 。 下 面 分 三 种 情况 讨论 对 称 性 的 利用 问题 。 

(1) 结构 对 称 ,载荷 对 称 。 这 种 情况 下 ,对称 面 ( 轴 ) 上 的 位 移 状态 具有 如 下 两 个 特征 : 

@ 垂直 于 对 称 面 ( 轴 ) 的 平移 位 移 分 量 为 零 。 

@ 方向 矢量 平行 于 对 称 面 ( 轴 ) 的 转动 位 移 分量 为 零 。 

(2) 结构 对 称 ,载荷 反对 称 。 这 种 情况 下 ,对称 面 ( 轴 ?上 的 位 移 状 态 具 有 如 下 两 个 特征 : 

@ 平行 于 对 称 面 ( 轴 ) 的 平移 位 移 分 量 为 零 。 

@ 方向 矢量 垂直 于 对 称 面 ( 轴 ) 的 转动 位 移 分 量 为 零 。 

需要 说 明 的 是 ,结构 动力 分 析 时 ,也 可 利用 对 称 性 简化 模型 。 进 行 结 构 动 力 响应 分 析 
时 ,动态 激励 可 区 分 为 对 称 的 、 反 对 称 的 ,一 般 的 ,处 理 方法 与 静 力 分 析 完 全 相同 。 进 行 模 态 
分 析 时 ,由 于 对 称 结构 的 固有 振 型 有 两 种 形式 ,一 种 是 对 称 于 对 称 面 的 振 型 , 男 一 种 是 反对 
称 于 对 称 面 的 振 型 ,在 利用 对 称 性 进行 简化 分 析 时 ,必须 根据 两 种 振 型 的 特点 , 按 对 称 与 反 
对 称 两 种 形式 确定 结构 对 称 面 上 节点 的 位 移 约束 条 件 ,确定 方法 与 静 力 分 析 相同 ,分 别 进行 
计算 ,将 这 两 种 形式 的 振 型 按 各 自 的 固有 频率 由 小 到 大 顺序 排列 起 来 ,就 是 原 结构 的 固有 频 
率 和 振 型 。 因 此 ,对 于 具有 一 个 对 称 面 的 结构 ,可 取 结 构 的 1/2 建立 有 限 元 模型 ,分 别 按 对 
称 和 反对 称 两 种 情况 计算 。 对 于 具有 两 个 对 称 面 的 结构 ,由 于 每 个 对 称 面 均 按 对 称 和 反对 
称 考虑 ,结构 具有 四 种 形式 的 振 型 ,这 样 , 取 结 构 的 1/4 建立 有 限 元 模型 ,经 四 次 计算 即 可 求 
得 结构 的 固有 频率 与 振 型 。 由 此 可 知 , 模 态 分 析 时 对 称 性 的 利用 比较 复杂 ,不 注意 会 丢掉 某 
阶 固 有 频率 与 相应 模 态 ,因此 若 结 构 规 模 不 大 ,运算 空间 足够 时 ,建议 取 整 体 进行 模 态 分 析 。 

下 面 举 例 说 明 。 

例 9-1 如 图 9-5(a) 所 示 为 一 具有 中 心 圆 孔 的 矩形 薄板 ,在 上 下 两 边界 上 作用 有 均 布 
载荷 。 试 利用 对 称 性 确定 对 称 面 上 位 移 状态 。 


(b) (©) 


图 9-5 结构 对 称 .载荷 对 称 


解 Oz 轴 和 Oy 轴 是 结构 的 对 称 轴 , 外 载荷 对 称 于 Oz 轴 和 Oy 轴 , 故 可 取 结 构 的 1/4 
作为 有 限 元 分 析 的 几何 模型 。 

取 第 一 象限 的 1/4 作为 几何 模型 。 如 图 9-5(b) 所 示 进 行 网 格 划分 ,下 面 根据 上 述 方法 
建立 对 称 轴 上 的 位 移 条 件 。 

本 例 为 平面 问题 ,每 个 节点 有 两 个 位 移 分 量 u、v, 对 Oz 对 称 轴 , 载 荷 对 称 ,垂直 于 对 称 
轴 的 位 移 分 量 v 一 0; 对 Oy 对 称 轴 , 载 荷 对 称 ,垂直 于 对 称 轴 的 位 移 分 量 "一 0。 

因此 在 Oz 轴 上 只 有 zz 方向 的 移动 位 移 ,y 方向 不 能 移动 , 故 可 用 铬 垂 放 剖 的 滚动 铵 支 
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座 表示 该 对 称 轴 上 的 位 移 约束 情况 ; 在 Oy 轴 上 只 有 y 方向 的 移动 位 移 ,z 方向 不 能 移动 ， 
故 可 用 水 平 放置 的 滚动 铵 支 座 表示 该 对 称 轴 上 的 位 移 约束 情况 。 

将 位 移 约束 条 件 移 置 到 节点 上 , 便 得 到 图 9-5(c) 所 示 的 对 称 面 上 约束 情况 。 

例 9-2 如 图 9-6(a) 所 示 为 一 具有 中 心 方 孔 的 矩形 薄板 ,在 板 四 边 作 用 均 布 剪 力 , 试 利 
用 对 称 性 确定 对 称 面 上 位 移 状 态 。 

解 Oz 轴 和 Oy 轴 是 结构 的 对 称 轴 , 外 载荷 反对 称 于 Oz 轴 和 Oy 轴 , 故 可 取 结 构 的 四 
分 之 一 作为 有 限 元 分 析 的 几何 模型 。 

取 第 一 象限 的 1/4 作为 几何 模型 。 如 图 9-6Cb) 所 示 进 行 网 格 划分 ,下 面 根据 上 述 方法 
建立 对 称 轴 上 的 位 移 条 件 。 

本 例 中 每 个 节点 有 两 个 位 移 分 量 w\w。 对 Oz 对 称 轴 , 载 荷 反对 称 ,平行 于 该 对 称 轴 的 
位 移 分 量 u 二 0, 故 可 用 水 平 放 置 的 滚动 贸 支 座 表 示 该 对 称 轴 上 的 位 移 约束 情况 。 

对 Oy 对 称 面 ,载荷 反 对 称 ,平行 于 该 对 称 面 的 位 移 分 量 v 一 0, 故 可 用 铬 垂 放置 的 滚动 
铵 支 座 表示 该 对 称 面 上 的 约束 情况 。 

将 位 移 约束 条 件 移 置 到 节点 上 , 便 得 到 图 9-6(c) 所 示 的 对 称 面 上 约束 情况 。 


(b) (9) 
图 9-6 结构 对 称 、 载 荷 反对 称 


例 9-3 四边 固 支 方 板 受 载 如 图 9-7 所 示 , 试 利用 对 称 性 确定 对 称 面 上 位 移 状 态 。 

解 图 9-7(a) 中 ,Ozxx 面 和 Oyx 面 是 结构 的 对 称 面 ,外 载荷 对 称 于 Ozx 面 和 Oyxz 面 ， 
故 可 取 结 构 的 1/4 建立 有 限 元 分 析 的 几何 模型 。 本 例 为 板 壳 问题 ,每 个 节点 有 六 个 位 移 分 
量 wwsre\0 .0 0。 对 Ozz 对 称 面 ,载荷 对 称 ,垂直 于 该 对 称 面 的 位 移 分 量 v 一 0, 方 向 矢量 
平行 于 该 对 称 面 的 转动 位 移 分 量 9. 二 0. 二 0; 对 Oyxz 对 称 面 .载荷 对 称 ,垂直 于 该 对 称 面 的 
位 移 分 量 x 王 0 ,方向 矢量 平行 于 该 对 称 面 的 转动 位 移 分 量 9, 二 0. 二 0。 

图 9-7(b) 中 ,Ozxz 面 和 Oyz 面 是 结构 的 对 称 面 , 外 载荷 反对 称 于 Ozxz 面 和 Oyx 面 ,也 
可 取 结 构 的 1/4 建立 有 限 元 分 析 的 几何 模型 。 对 Ozz 对 称 面 ,载荷 反对 称 ,平行 于 该 对 称 面 
的 位 移 分 量 一 说 一 0 ,方向 矢量 垂直 于 该 对 称 面 的 转动 位 移 分量 0, 二 0; 对 Oyz 对 称 面 , 载 荷 
反对 称 ,平行 于 该 对 称 轴 的 位 移 分量 v==w 二 0, 方 向 矢量 垂直 于 对 称 轴 的 转动 位 移 分量 0 二 0。 
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(3) 结构 对 称 ,载荷 为 一 般 的 情况 。 如 果 所 分 析 的 结构 对 称 ,但 载荷 既 不 对 称 , 也 不 反 
对 称 , 这 时 可 以 将 这 种 结构 简化 成 载荷 为 对 称 和 /或 反对 称 情 况 的 组 合 , 仍 可 简化 分 析 过 程 ， 
提高 分 析 的 综合 效率 。 

如 图 9-8(a) 所 示 ,结构 对 称 ,载荷 一 般 , 可 将 其 载荷 分 解 为 图 9-8(b) 与 图 9-8(c) 的 组 
合 。 图 9-8(b) 结 构 对 称 ,载荷 对 z、y 轴 均 对 称 ,图 9-8(c) 结 构 对 称 ,载荷 对 工 轴 反 对 称 、 对 
> 轴 对 称 , 均 可 取 相 同 的 1/4 结构 作为 有 限 元 分 析 的 几何 模型 ,分 别 施加 对 称 轴 上 节点 的 边 
界 条 件 , 进 行 两 次 分 析 计 算 , 并 将 计算 结果 又 加 起 来 , 即 可 得 到 原 结构 1/4 的 解答 ,进而 得 出 
整个 结构 的 解答 。 在 两 次 分 析 中 ,对 结构 划分 网 格 仅 需 一 次 。 
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图 9-8 ”结构 对 称 、 载 荷 一 般 


同 理 ,9-9(a) 所 示 对 称 结构 ,载荷 一 般 ,可 将 其 分 解 为 图 9-9(b) 所 示 的 对 称 载 荷 与 
图 9-9(c) 所 示 的 反对 称 载荷 的 组 合 。 可 取 结 构 的 1/2 作为 有 限 元 分 析 的 几何 模型 ,只 需 确 
定 对 称 面 A 面 与 B 面 的 节点 位 移 约束 条 件 和 载荷 状况 ,进行 两 次 计算 后 县 加 即 可 。 


图 9-9 结构 对 称 .载荷 一 般 


(4) 对 称 性 利用 中 的 特殊 问题 如 下 : 

Q@ 对 称 性 利用 中 的 约束 不 足 问题 。 利 用 结构 的 对 称 性 取 某 一 部 分 建立 有 限 元 模型 时 ， 
往往 会 产生 约束 不 足 现象 。 例 如 ,图 9-8(c) 的 有 限 元 模型 为 图 9-10, 在 竖 直 方向 存在 刚体 
位 移 。 对 这 种 约束 不 足 问题 ,利用 有 限 元 法 分 析 时 ,必须 增加 附加 约束 ,以 消除 模型 的 刚体 
位 移 。 在 本 例 中 , 竖 直 方向 可 以 用 刚度 很 小 的 杆 单元 或 边界 弹簧 单元 连接 到 模型 某 节点 上 ， 
这 样 既 消除 了 模型 的 刚体 位 移 , 又 不 致 因 附加 的 杆 单元 或 边界 弹 筑 单 元 刚度 太 大 而 影响 结 

@ 对 称 面 上 单元 的 处 理 。 在 有 限 元 模型 中 ,如 果 某 单元 的 所 有 节点 均 位 于 对 称 面 上 ， 
则 这 种 单元 称 为 对 称 平面 上 的 单元 。 如 图 9-11 为 平板 对 称 截面 上 焊接 了 加 强 筋 的 示意 图 ， 
车 用 梁 单元 模拟 加 强 筋 , 则 该 梁 单 元 即 为 对 称 平面 上 的 单元 。 
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图 9-10 约束 不 足 图 9-11 对 称 平面 上 单元 的 处 理 


这 种 情况 下 ,车 以 对 称 平面 为 界 取 结构 的 1/2 建立 有 限 元 模型 ,对 称 面 上 节点 的 边界 条 
件 与 前 面 叙述 没有 区 别 ,但 要 特别 注意 ,对 称 面 上 梁 单 元 刚度 矩阵 的 计算 问题 。 这 种 梁 单 元 
对 结构 1/2 模型 的 刚度 贡献 应 该 是 整个 单元 刚度 矩阵 的 1/2 ,而 非 1/2 单元 的 全 部 单元 刚 
度 和 矩阵 。 也 就 是 说 ,应 该 计算 对 称 面 上 整个 梁 单 元 的 单元 刚度 矩阵 ,然后 将 单元 刚度 矩阵 元 
素 的 1/2 琶 加 到 1/2 结构 有 限 元 模型 的 整体 刚度 矩阵 中 ,否则 会 导致 计算 错误 。 

4. 局 部 结构 的 确定 

在 机 械 \ 水 土 等 工程 中 ,有 些 结构 虽然 尺寸 很 大 ,但 受 力 却 是 相对 很 小 的 局 部 ,因此 结构 
只 在 局 部 发 生变 形 , 应 力也 分 布 在 局 部 区 域内 ,这 是 只 要 从 整个 结构 中 取 一 部 分 进行 分 析 即 
可 。 有 些 结构 物 的 受 力 受 到 周围 物体 的 影响 ,这 种 影响 简单 地 按 约束 条 件 施加 不 能 很 好 地 
反映 实际 情况 ,这 时 必须 把 和 结构 物 相连 的 一 部 分 周围 物体 和 结构 物 一 起 作为 计算 对 象 。 
上 述 情 况 下 均 需 确定 计算 对 象 的 边界 。 

第 一 类 结构 的 典型 实例 就 是 齿轮 。 进 行 齿轮 轮 齿 有 限 元 分 析 时 , 取 一 个 轮 齿 的 局 部 区 
域 为 隔离 体 , 如 图 9-12 所 示 , 设 定 PQRS 的 边界 条 件 为 零 位 移 约束 。 通 过 改变 边界 深度 
PQ 和 边界 宽度 PS ,研究 边界 位 置 对 齿 根 最 大 拉 应 力 的 影响 ,最 后 确定 合理 的 边界 条 件 。 
也 可 以 先 取 较 大 区 域 ,划分 粗 网 格 计算 ,根据 计算 结果 再 次 确定 较 合理 边界 。 同 理 ,在 分 析 
压路机 对 土壤 的 作用 时 ,也 可 按 其 思路 取 一 部 分 土壤 作为 几何 模型 。 

第 二 类 结构 的 典型 实例 就 是 闸 坝 。 在 对 闸 坝 等 结构 物 进行 有 限 元 分 析 时 ,为 了 使 地 基 
弹性 对 结构 物 中 应 力 的 影响 能 反映 出 来 ,必须 把 和 结构 物 相连 的 地 基部 分 和 结构 物 一 起 作 
为 分 析 对 象 。 所 取 地 基 范 围 的 大 小 ,应 根据 结构 物 底 部 的 宽度 确定 。 如 图 9-13 为 地 基 范 围 
选取 示例 ,其 中 5 为 结构 物 底部 的 宽度 ,L 为 在 结构 物 两 边 和 下 方 所 取 地 基 尺 寸 ,最 近 的 大 
量 分 析 指 出 : 在 地 基 比 较 均 匀 的 情况 下 ,没有 必要 使 工 超过 25, 地 基 范 围 的 形状 对 结果 影 
响 也 不 大 。 如 果 地 基 不 均匀 ,需要 在 地 基 中 布置 很 多 的 单元 , 若 计算 机 容量 不 允许 , 则 可 分 
两 步 进 行 有 限 元 分 析 。 第 一 步 .考虑 较 大 范围 的 地 基 , 并 加 密 地 基部 分 网 格 ,而 结构 物 内 布置 


图 9-12 轮 齿 有 限 元 分 析 模 型 图 9-13 分 析 闸 坝 时 均匀 地 基 范 围 选 取 示意 图 
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较 少 的 单元 ,在 地 基 边 界 施加 固定 铵 支 座 进行 有 限 元 分 析 , 目 的 是 计算 出 地 基 上 各 节点 的 位 
移 ; 第 二 步 , 把 结构 物 内 的 网 格 加 密 , 减 小 地 基 范 围 ,而 把 所 选 地 基 边 界 上 各 节点 的 位 移 值 
作为 已 知 量 输入 ,得 到 最 后 分 析 结 果 。 


9.2.3 单元 类 型 的 选择 


划分 网 格 前 需要 选 定单 元 类 型 。 单 元 类 型 的 选择 应 综合 考虑 分 析 问 题 的 结构 类 型 、 几 
何 模型 形状 特征 、 精 度 要 求 . 计 算 条 件 等 因素 。 为 适应 特殊 的 分 析 对 象 和 边界 条 件 , 一 些 问 
题 需要 采用 多 种 单元 组 合 建 模 。 

结构 类 型 是 选择 单元 类 型 的 最 根本 依据 。 如 平面 应 力 问题 .平面 应 变 问题 应 选择 平面 
类 型 单元 ,空间 问题 则 需 选 择 空间 实体 单元 。 应 根据 几何 模型 的 形状 特征 选择 具体 单元 类 
型 ,原则 是 选择 的 单元 形状 应 使 形成 的 网 格 尽 可 能 准确 地 代表 所 取 的 几何 模型 。 如 平面 问 
题 中 , 若 只 有 互相 垂直 的 直线 边界 , 则 采用 四 边 形 单元 即 可 ; 若 出 现 斜 交 的 直线 边界 则 可 采 
用 三 角形 单元 ; 若 出 现 曲 线 边界 ,最 好 采用 高 阶 单元 ,否则 会 带 来 形状 近似 的 误差 。 但 是 若 
精度 要 求 不 高 或 计算 条 件 有 限时 ,也 可 选择 低 阶 单元 作 近 似 分 析 。 

选择 单元 类 型 时 还 应 考虑 单元 的 形态 。 单 元 形态 包括 单元 形状 、 边 中 节点 的 位 置 、 细 长 
比 等 。 一 般 来 说 ,为 了 保证 有 限 元 分 析 的 精度 ,必须 使 单元 的 形态 尽 可 能 规则 。 

例如 ,对 于 三 角形 单元 ,三 条 边 长 应 尽量 接近 ,不 应 出 现 大 的 钝 角 、 大 的 边 长 。 这 是 因为 
根据 误差 分 析 , 应 力 和 位 移 的 误差 都 和 单元 的 最 小 内 角 的 正弦 成 反比 。 因 而 ,等 边 三 角形 单 
元 的 形态 最 好 , 它 与 等 腰 直 角 三 角形 单元 的 误差 之 比 为 sin45”: sin60" 二 1 : 1. 23。 但 是 ,为 
了 适应 几何 模型 边界 ,以 及 单元 要 由 小 到 大 逐渐 过 渡 , 不 可 能 使 所 有 的 三 角形 单元 都 接近 等 
边 三 角形 。 实 际 上 ,常常 使 用 等 腰 直 角 三 角形 单元 。 

对 于 和 矩形 单元 , 细 长 比 (长 宽 比 ) 不 宜 过 大 。 细 长 比 是 指 单元 最 大 尺寸 和 最 小 尺寸 之 比 。 
最 优 细 长 比 在 很 大 程度 上 取决 于 不 同方 向 上 位 移 梯 度 的 差别 。 梯 度 较 大 的 方向 ,单元 尺寸 
要 小 一 些 ; 梯度 小 的 方向 ,单元 尺寸 可 以 大 一 些 ; 如 果 各 方向 上 位 移 梯度 大 致 相同 , 则 细 长 
比 越 接近 1, 精 度 越 高 。 有 文献 推荐 ,一 般 情 况 下 ,为 了 得 到 较 好 的 位 移 结果 ,单元 的 细 长 比 
不 应 超过 7; 为 了 获得 较 好 的 应 力 结果 ,单元 的 细 长 比 不 应 超过 3。 一 般 情况 下 ,正方 形 单 
元 的 形态 最 好 。 对 于 一 般 的 四 边 形 单 元 也 应 避免 过 大 的 边 长 比 。 过 大 的 边 长 比 会 导致 有 限 
元 方程 成 为 病态 的 方程 组 。 


9.2.4 网 格 布局 及 网 格 划 分 


有 限 元 模型 的 合理 性 在 很 大 程度 上 由 网 格 形式 决定 ,而 且 网 格 形式 直接 影响 计算 结果 
的 精度 与 计算 规模 。 因 此 ,网 格 划 分 是 建立 有 限 元 模型 的 重要 环节 。 

1. 网 格 划 分 原则 

划分 网 格 时 一 般 应 考虑 以 下 原则 : 

(1) 兼顾 精度 和 经 济 性 ; 

(2) 对 称 结构 的 网 格 布局 应 满足 对 称 性 ; 

(3) 载荷 材料、 几何 形状 的 不 连续 处 应 自然 分 割 ; 

(4) 节点 编号 使 半 带 宽 越 小 越 好 。 
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2. 划分 网 格 要 兼顾 精度 和 经 济 性 

在 位 移 函 数 收敛 的 前 提 下 ,网 格 划 得 越 密 ( 即 单元 尺寸 越 小 ) ,理论 上 计算 结果 越 精确 。 
男 一 方面 ,网 格 越 密 , 单 元 越 多 ,计算 时 间 和 费用 将 增加 ,同时 也 会 受到 计算 机 容量 的 限制 。 
因此 ,划分 网 格 要 兼顾 精度 和 经 济 性 。 而 且 , 经 验 表明 , 当 网 格 加 密 到 一 定 程度 后 ,再 加 密 网 
格 ,精度 的 提高 不 明显 ,这 将 造成 经 济 上 的 浪费 。 

兼顾 精度 和 经 济 性 一 般 应 从 以 下 几 方面 考虑 : 

(1) 根据 分 析 类 型 确定 网 格 朴 密 与 网 格 布局 。 

@ 静 力 分 析 时 ,如 果 只 计算 变形 ,或 动力 响应 分 析 时 ,只 计算 位 移 响应 , 则 网 格 可 以 疏 
一 些 ; 若 需 计 算 应 力 \ 应 变 , 或 计算 应 力 响应 ,要 保持 相同 的 精度 , 则 网 格 应 相对 密 一 些 。 固 
有 特性 分 析 时 ,如 果 只 计算 少数 低 阶 模 态 ,可 以 选择 较 朴 的 网 格 , 需 要 计算 高 阶 模 态 , 则 应 选 
择 较 密 的 网 格 。 此 外 ,网 格 数量 还 与 质量 矩阵 的 形式 有 关 。 由 于 一 致 质量 矩阵 的 计算 精度 
高 于 集中 质量 矩阵 ,所 以 采用 一 致 质量 矩阵 时 可 以 采用 较 朴 的 网 格 ,而 采用 集中 质量 矩阵 时 
应 选择 较 密 的 网 格 。 

加 对 结构 进行 静 力 分 析 与 动 响应 分 析 时 ,网 格 布 局 应 同 结构 的 
应 力 梯 度 ( 应 力 变 化 率 ) 相 一 致 , 即 在 应 力 急剧 变化 (应 力 梯度 大 ) 的 区 
域 ,单元 小 一 些 , 网 格 密 一 些 , 而 且 网 格 划分 应 由 密 到 朴 逐 渐 过 渡 。 例 
如 图 9-14 中 的 网 格 布局 ,在 孔 处 应 力 集中 ,网 格 要 密 。 在 具体 划分 
时 ,还 应 注意 单元 大 小 不 要 悬殊 ,和 否则 会 引起 较 大 的 计算 误差 。 如 果 
对 结构 进行 模 态 分 析 ,一 般 应 选择 较为 均匀 的 网 格 分 布 。 这 是 因为 ， 
均匀 的 网 格 布局 将 使 结构 刚度 矩阵 、 质 量 和 矩阵 中 各 元 素 值 的 大 小 相差 
不 大 ,可 以 减少 数值 分 析 中 的 误差 ,提高 固有 频率 和 振 型 的 计算 精度 。 

(2) 具体 操作 。 实 际 应 用 时 并 不 知道 划分 多 少 网 格 最 合适 ,或 者 对 实际 问题 难以 估计 
结构 应 力 梯度 ,这 时 可 以 先 采 用 较为 稀 朴 的 均匀 网 格 试 算 , 根 据 试 算 结果 适当 加 密 网 格 , 进 
行 第 二 次 计算 。 

加 密 网 格 一 般 遵循 以 下 几 点 : 

Q@ 所 有 以 前 的 网 格 ( 粗 网 格 ) 应 包含 于 当前 加 密 的 网 格 ( 细 网 格 ) 之 中 。 

@ 加 密 网 格 过 程 中 ,单元 类 型 不 变 , 即 单元 位 移 函 数 不 变 。 这 就 省 去 了 重新 推导 单元 
位 移 函 数 .单元 刚度 矩阵 .单元 载荷 向 量 等 工作 。 

@ 比较 网 格 加 密 前 后 的 计算 结果 ,如 果 前 后 两 次 的 计算 结果 有 较 大 差异 ,表明 了 加 密 
网 格 的 优越 性 和 有 继续 加 密 网 格 的 必要 。 如 果 前 后 两 次 的 计算 结果 差别 很 小 ,表明 没有 继 
续 加 密 网 格 的 必要 ,计算 结果 已 收敛 。 

在 有 限 元 中 ,计算 结果 精度 与 网 格 朴 密 的 关系 因 具 体 结 构 而 异 。 简 单 结构 在 简单 载荷 
作用 下 ,变形 非常 简单 ,用 政 网 格 即 可 得 到 很 高 的 精度 。 例 如 受 集中 载荷 的 等 截面 悬臂 梁 ， 
使 用 一 个 单元 也 可 得 到 非常 精确 的 结果 。 但 复杂 工 况 下 的 复杂 结构 ,由 于 位 移 场 、 应 力 场 分 
布 复杂 ,即使 采用 较 密 网 格 ,也 不 一 定 得 到 满意 的 结果 。 

3. 对 称 结构 的 网 格 布局 

由 上 所 述 ,利用 对 称 性 可 以 减少 计算 模型 。 但 是 , 若 模 型 整体 不 太 复杂 时 ,也 可 取 整 体 
直接 建立 有 限 元 分 析 模 型 。 此 时 注意 网 格 的 布局 应 尽量 不 破坏 对 称 性 。 

如 图 9-15 所 示 结 构 , 采 用 三 种 不 同 的 网 格 布局 。 计 算 结果 表明 ,图 9-15(a) 所 示 的 网 格 


图 9-14 网 格 的 朴 密 
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精度 最 好 ,图 9-15(c) 所 示 的 网 格 精 度 最 差 ,因为 图 9-15(c) 网 格 破坏 了 结构 的 对 称 性 。 


| 
3 3 和 
(a) (b) (0) 


图 9-15 对 称 结构 的 三 种 网 格 划 分 


一 定数 目的 单元 网 格 布局 对 计算 结果 的 影响 在 粗 网 格 下 尤其 应 注意 。 如 图 9-16 为 周 
边 固 支 方 板 的 四 种 网 格 布局 。* 号 标注 的 单元 被 边界 完全 约束 而 不 起 作用 ,实际 上 是 虚线 
所 围 部 分 模拟 方 板 。 因 此 ,图 9-16(a) 所 示 的 网 格 精度 较 好 ,图 9-16(b) 所 示 网 格 ,加 * 号 部 
分 全 部 固定 ,此 网 格 布局 太 刚 , 图 9-16(c)、 图 9-16(d) 的 网 格 布局 破坏 了 结构 的 对 称 性 。 


图 9-16 周边 固 支 方 板 的 网 格 划分 


4. 不 连续 处 的 自然 分 割 
工程 结构 在 几何 形状 .载荷 分 布 和 材料 特性 等 方面 可 能 存在 不 连续 处 。 一 般 情况 下 ,在 


离散 化 过 程 中 应 把 有 限 元 模型 的 节点 .单元 的 分 界线 或 分 界面 设置 在 相应 的 不 连续 处 。 
如 图 9-17 所 示 结 构 , 集 中 载荷 忆 的 作用 点 A 处 应 设置 节点 ,其 ， 
优点 是 不 需 进行 载荷 移 置 ,可 节省 计算 时 间 ,提高 计算 精度 。 分 布 I 而 几 
载荷 的 突变 处 (B.C、D 处 ) 也 应 设置 节点 ,保证 在 任 一 单元 的 边界 上 2 
分 布 载荷 连续 。 
几何 形状 有 突变 的 部 位 应 设置 单元 的 分 界线 或 分 界面 。 对 于 “图 9.17 载荷 不 连续 处 
平面 应 力 问题 ,以 厚度 突变 处 作为 单元 的 分 界线 ,以 保证 每 个 单元 的 自然 分 贡 


厚度 均 为 常数 。 对 非 均 质 材料 ,在 不 同 材 料 的 自然 分 界线 上 应 设置 
单元 的 分 界线 ,以 保证 各 单元 的 材料 参数 相同 。 

几何 形状 .载荷 和 材料 参数 突变 处 网 格 应 加 密 ,这 是 因为 场 函数 在 这 些 地 方 易 产 生 较 大 
变化 。 

5. 单元 和 节点 编号 

当 利用 整体 刚度 矩阵 的 带 状 特征 进行 存储 和 求解 方程 组 时 ,单元 节点 编号 直接 影响 系 
统 整 体 刚度 矩阵 的 半 带 宽 , 即 影响 计算 机 中 存储 信息 的 多 少 . 计 算 时 间 和 计算 费用 。 因 而 ， 
要 求 合理 的 节点 编号 使 带宽 极 小 化 。 半 带宽 的 计算 已 在 2. 5 节 介绍 ,进行 网 格 节点 编号 时 
应 使 网 格 中 单元 节点 号 的 最 大 差 值 为 最 小 ,这 样 才能 保证 半 带 宽 最 小 。 在 图 9-18 所 示 网 格 
的 四 种 编号 方案 中 ,单元 节点 编号 的 最 大 差 值 分 别 为 5、3、5、9。 显 然 ,图 9-18(b) 所 示 方 案 
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为 合理 方案 。 由 此 可 以 得 出 结论 ,对 细 长 构件 ,节点 号 应 沿 着 构件 短 边 依次 排列 。 对 环形 
体 ,应 采用 “各 走 一 边 ,西边 交 蔡 ”的 方式 编号 ,如 图 9-19; 对 于 分 叉 体 , 则 按 图 9-20 所 示 的 
分 层 方式 编号 ,以 分 界线 为 界 ,将 分 叉 体 分 成 两 批 , 先 编 一 批 再 编 另 一 批 。 SS 
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图 9-19 环形 体 节点 编号 图 9-20 分 叉 体 节点 编号 


然而 ,对 于 具有 中 间 节 点 的 单元 或 空间 问题 , 需 借助 于 带宽 极 小 化 的 优化 程序 来 对 节点 
进行 编号 ,先进 的 有 限 元 程序 包 一 般 都 配备 这 样 的 程序 。 

单元 的 编号 只 影响 整体 刚度 矩阵 的 装配 时 间 。 由 于 这 一 时 间 在 有 限 元 运算 时 间 中 只 占 
很 小 的 比例 ,因而 对 单元 的 编号 并 无 特殊 要 求 。 


9.2.5 边界 条 件 


边界 条 件 反映 了 分 析 对 象 与 外 界 的 相互 作用 ,是 实际 工 况 条 件 在 有 限 元 模型 上 的 表现 
形式 。 只 有 定义 了 完整 的 边界 条 件 ,才能 计算 出 需要 的 结果 。 

边界 条 件 的 类 型 很 多 ,不 同 分 析 问 题 需要 定义 相应 的 边界 条 件 。 在 结构 分 析 中 ,边界 条 
件 主要 包括 位 移 约束 条 件 和 载荷 类 型 数据 。 

1. 位 移 约束 条 件 

位 移 约束 条 件 是 对 节点 位 移 的 大 小 和 相互 关系 的 限制 。 如 2. 5 节 所 述 , 整 体 刚度 矩阵 
是 奇异 矩阵 ,其 物理 意义 是 整个 结构 在 无 约束 或 约束 不 足 时 发 生 刚体 位 移 , 因 此 为 了 求 出 结 
构 的 变形 位 移 , 就 必须 对 有 限 元 模型 施加 足够 的 位 移 约束 ,以 排除 各 种 可 能 的 刚体 位 移 。 

平面 刚体 的 刚体 运动 表现 为 两 个 平 动 和 一 个 转动 ,空间 结构 的 刚体 运动 表现 为 三 个 平 
动 和 三 个 转动 ,因此 ,为 了 消除 刚体 位 移 , 平 面 结构 上 应 至 少 施加 三 个 位 移 约束 ,以 限制 两 个 


184 ”有 限 元 原理 与 程序 可 视 化 设计 


et > SPs 


方向 的 平 动 刚体 位 移 和 一 个 转动 刚体 位 移 ; 空间 结构 上 应 至 少 施加 六 个 位 移 约束 ,以 限制 
三 个 方向 的 平 动 刚体 位 移 和 三 个 转动 刚体 位 移 。 

建立 位 移 约束 条 件 时 ,首先 应 考虑 结构 接触 边界 上 的 自然 约束 条 件 ,其 次 注意 利用 结构 
对 称 性 。 如 果 施 加 这 些 约束 不 足以 消除 刚体 位 移 , 则 需要 人 为 增加 约束 。 人 为 增加 约束 的 
一 般 原 则 是 : 增加 约束 的 数量 刚好 能 消除 刚体 位 移 , 不 能 多 加 约束 ; 四 增加 约束 的 位 置 
应 远离 应 力 集中 区 和 大 变形 区 ,以 减 小 约束 对 计算 结果 的 影响 ; 回 若 能 判断 结构 某 些 点 上 
的 位 移 非常 小 , 则 可 在 这 些 点 上 增加 零 位 移 约束 。 需 要 说 明 的 是 , 轴 对 称 结构 的 模型 只 需要 
施加 轴 向 位 移 约束 ,而 不 需要 限制 径 向 刚体 运动 ,这 是 由 轴 对 称 单元 性 质 决定 的 。 

位 移 约束 通常 包括 刚性 约束 、 弹 性 约束 、 强 迫 约束 。 刚 性 约束 用 于 模拟 结构 之 间 的 刚性 
接触 , 即 认为 接触 面 上 的 节点 不 发 生变 形 。 这 是 实际 中 一 种 近似 但 又 非常 简便 的 办 法 , 若 支 
撑 结 构 有 足够 的 刚性 , 则 可 认为 结构 受到 刚性 约束 。 刚 性 约束 规定 约束 节点 的 位 移 分 量 为 
零 , 包 括 固定 端 约 束 、 球 铵 链 约束 、 固 定 铵 支 座 约束 、 滑 动 铵 支 座 约束 。 在 结构 与 外 界 的 接触 
边界 上 , 若 支撑 材料 有 弹性 ,接触 节点 的 位 移 不 为 零 , 则 可 认为 结构 受到 弹性 约束 。 弹 性 约 
束 可 通过 弹簧 单元 来 实现 ,但 如 果 确 定 实际 接触 的 等 效 弹 性 系数 比较 困难 , 则 可 取 支 撑 结 构 
的 一 部 分 与 结构 一 起 作 有 限 元 分 析 。 规 定 节点 位 移 分 量 的 值 为 一 非 零 已 知 值 的 约束 条 件 称 
为 强迫 约束 ,计算 装配 应 力 时 通常 用 到 强迫 约束 。 例 如 使 用 有 限 元 软件 分 析 过 盘 配 合 问题 
时 , 需 在 接触 表 中 定义 接触 体 间 的 过 盘 闭 合 量 , 它 是 一 个 非 零 的 已 知 值 。 

对 实际 中 的 组 合 结构 ,采用 不 同 的 单元 模拟 结构 的 不 同 部 分 , 则 涉及 异类 单元 连接 的 约 
束 处 理 ; 若 采 用 子 结构 技术 对 复杂 结构 进行 有 限 元 分 析 时 , 则 涉及 结构 连接 自由 度 问 题 。 
这 些 问 题 边界 条 件 的 施加 请 参阅 其 他 文献 。 

2. 载荷 类 型 数据 

在 进行 结构 分 析 时 ,有 限 元 模型 上 的 载荷 包括 集中 载荷 .分布 面 力 、 分 布 体力 。 有 限 元 
理论 中 将 所 有 载荷 都 移 置 为 等 效 节点 载荷 , 因 常 用 的 有 限 元 软件 对 分 布 载荷 均 可 直接 处 理 ， 
故 有 限 元 建 模 时 直接 施加 面 力 和 体力 即 可 。 

重力 是 体积 力 的 一 种 ,用 有 限 元 软件 分 析 需 定义 重力 加 速度 ; 当 结 构 作 匀速 转动 时 ,应 
考虑 惯性 力 , 惯 性 力也 是 一 种 体积 力 , 因 有 限 元 软件 中 可 直接 定义 惯性 力 , 故 用 有 限 元 软件 
分 析 转 动 刚 体 问题 时 应 定义 材料 的 质量 密度 。 


9.2.6 材料 参数 与 几何 特性 


1. 材料 参数 

商用 有 限 元 软件 的 材料 库 允 许 模拟 绝 大 多 数 的 工程 材料 ,包括 金属 ,混凝土 .塑料 、 橡 
胶 、 泡 沫 材料 .复合 材料 .颗粒 状 土壤 、 岩 石 等 ,数据 可 以 直接 输入 ,可 以 从 文件 中 读 取 , 也 可 
以 从 材料 库 中 导入 。 

三 种 最 常用 的 材料 模型 为 : 线 弹 性 、 弹 塑性 和 超 弹性 。 

(1) 线 弹 性 材料 模型 。 线 弹性 模型 是 结构 分 析 中 最 基础 的 材料 模型 , 线 弹 性 材料 本 构 
关系 服从 广义 胡 克 定律 , 即 应 力 应 变 在 加 印 载 时 呈 线 性 关系 , 印 载 后 材料 无 残余 应 变 。 当 材 
料 的 应 力 水 平 较 低 时 , 按 该 模型 计算 应 力 应 变 关系 基本 符合 实际 情况 。 

一 般 认为 该 模型 只 有 在 小 的 弹性 应 变 时 是 有 效 的 (一 般 不 超过 5%); 材料 可 以 是 各 向 
同性 、 正 交 各 向 异性 或 者 完全 各 向 异性 ; 可 以 具有 依赖 与 温度 或 者 其 他 场 变量 的 属性 。 
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对 完全 不 具有 方向 敏感 性 的 各 向 同性 材料 ,描述 这 种 材料 只 需要 3 个 独立 材料 参数 , 即 
质量 密度 ,弹性 模 量 、 泊 松 比 。 但 是 当 泊 松 比 接近 0. 5 时 ,材料 是 不 可 压缩 的 ,不 进行 处 理 ， 
有 限 元 软件 会 发 出 错误 或 警告 信息 ,此 时 必须 勾 选 “ 几 乎 不 可 压缩 材料 ”(nearly incompressible 
material) 选 项 。 橡 胶 一 类 的 材料 几乎 都 是 不 可 压缩 的 。 

在 一 般 情 况 下 , 线 弹性 材料 都 具有 方向 敏感 性 , 称 为 各 向 异性 。 其 中 完全 各 向 异性 材料 
需要 21 个 材料 参数 , 正 交 各 向 异性 材料 需要 9 个 独立 材料 参数 , 横 观 各 向 同性 材料 需要 5 
个 独立 材料 参数 。 常 见 的 各 向 异性 材料 有 竹子 、 木 材 、 纤 维 板 、 酚 醛 层 压板 、 树 脂 基 复合 材 
料 、 硅 钢 片 等 。 如 玻璃 纤维 增强 树脂 基 复 合 材料 为 正 交 各 向 异性 材料 ,许多 复合 材料 井盖 由 
玻璃 纤维 增强 树脂 基 复 合 材料 制 成 。 导 线 与 木材 是 横 观 各 向 同性 材料 , 沿 着 生长 方向 是 木 
材 的 纤维 方向 ,其 横 截 面 各 个 方向 的 模 量 相等 。 水 晶 方解石 等 一 般 认 为 是 完全 各 向 异性 材 
料 。 目 前 有 限 元 软件 中 复合 材料 的 材料 参数 只 可 输入 9 个 参数 ,因此 可 以 较 好 模拟 横 观 各 
向 同性 材料 与 正 交 各 向 异性 材料 ,但 不 能 模拟 完全 各 向 异性 材料 。 

(2) 弹 塑性 材料 模型 。 在 高 应 力 (应 变 ) 的 情况 下 ,金属 开始 具有 非 线性 、 非 弹性 的 行 
为 , 称 其 为 塑性 。 弹 塑性 是 最 常见 .被 研究 得 最 透彻 的 材料 非 线 性 行为 。 采 用 届 服 面 、 塑 性 
势 和 流动 定律 的 弹 塑 性 力学 模型 及 弹 塑 性 有 限 元 法 ,已 在 金属 .土壤 等 领域 获得 了 广泛 应 
用 。 在 进行 弹 塑性 分 析 时 可 以 从 有 限 元 软件 的 材料 库 或 文件 库 读 和 人 数据 ,也 可 以 直接 输入 
材料 参数 。 

目前 使 用 较 多 的 弹 塑性 材料 模型 是 理想 弹 塑性 模型 与 线性 强化 弹 塑 性 模型 。 对 压力 容 
器 分 析 时 ,往往 忽略 材料 的 强化 作用 ,把 材料 看 成 一 旦 届 服 就 可 以 无 限 变形 的 理想 弹 塑性 模 
型 。 理 想 弹 塑性 模型 需要 输入 4 个 材料 参数 , 即 质量 密度 、 弹 性 模 量 、 泊 松 比 、 届 服 应 力 。 线 
性 强化 弹 塑性 模型 主要 包括 等 向 强化 模型 、 随 动 强化 模型 ,其 中 等 向 强化 模型 采用 Von 
Mises( 各 向 同性 ) 屈 服 准则 ,对 金属 ,高 分 子 多 聚 物 以 及 饱和 地 质 材料 都 可 以 有 很 好 的 近似 
度 ,适用 于 金属 材料 、 岩 土 材料 变形 不 大 时 使 用 。 随 动 强化 模型 采用 Hill( 各 向 异性 ) 届 服 准 
则 ,适用 于 微观 结构 和 具有 塑性 膨胀 性 质 的 材料 ,如 宏观 金属 的 锻造 过 程 。 线 性 强化 弹 塑性 
模型 需要 输入 5 个 材料 参数 , 即 质量 密度 、 弹 性 模 量 、 泊 松 比 、 届 服 应 力 、 切 线 模 量 。 钢 筋 混 
凝 土 材料 ,文献 中 用 的 比较 多 的 是 多 线性 等 向 强化 模型 。 有关 弹 塑性 模型 及 材料 参数 输入 ， 
请 参照 有 限 元 软件 说 明 。 

(3) 超 弹 性 材料 模型 。 超 弹性 材料 表现 出 高 度 非 线 性 的 应 力 应 变 行为 ,在 较 小 的 应 力 
作用 下 有 高 度 变 形 , 且 在 极 大 的 应 变 下 保持 弹性 变形 ,但 印 载 时 变形 可 自动 恢复 。 常 用 的 超 
弹性 材料 有 橡胶 海绵、 泡沫 等 。 常 见 的 超 弹 性 模型 有 Mooney-Rivlin 模型 , Ogden 模型 ， 
St Venant-Kirchhoff 模型 ,Fung 模型 等 。 橡 胶 类 材料 广泛 应 用 于 轮胎 .胶管 .缓存 气 喜 、 阻 
尼 器 等 工程 结构 ,该 类 材料 一 般 使 用 Mooney-Rivlin 本 构 模 型 ,泡沫 材料 一 般 使 用 Ogden 本 
构 模 型 。 

2. 几何 特性 

不 同 的 单元 类 型 ,几何 特性 也 不 同 。 应 结合 有 限 元 软件 定义 单元 的 几何 特性 。 一 般 来 
说 ,平面 应 力 问题 板 壳 问 题 只 需 定义 板 厚 ; 杆 单元 只 需 定义 横 截面 积 ; 二 维 直 梁 单 元 需 定 
义 梁 的 高 度 与 模 截面 积 ,二 维 曲 梁 单元 需 定义 梁 的 厚度 与 宽度 ,但 三 维 梁 单 元 除 需 定义 横 截 
面积 、 惯 性 矩 外 ,还 必须 定义 梁 轴线 参考 矢量 ,表明 梁 截 面 在 不 同 的 方向 可 以 具有 不 同 的 抗 
弯 刚 度 。 几 何 特性 的 具体 定义 请 参阅 相关 有 限 元 软件 用 户 手 册 。 
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9-1 什么 是 有 限 元 模型 ? 包括 哪些 类 型 的 数据 ? 
9-2 结构 对 称 性 包括 哪些 类 型 ? 利用 对 称 性 时 关键 要 做 什么 处 理 ? 
9-3 ”进行 结构 应 力 分 析 时 ,为 什么 要 对 有 限 元 模型 进行 位 移 约束 处 理 ? 施加 位 移 约 


东 的 原则 是 什么 ? 
9-4 划分 网 格 应 遵循 的 原则 是 什么 ”对 实际 问题 划分 有 限 元 网 格 时 ,如 何 兼顾 精度 
与 经 济 性 ? 


9-5 如 题 9-5 图 所 示 对 称 结构 , 若 取 阴 影 部 分 进行 有 限 元 分 析 , 试 写 出 组 合 形式 。 对 
每 种 形式 施加 对 称 面 的 约束 条 件 ,并 分 析 是 否 有 刚体 位 移 ; 若 有 ,该 如 何 处 理 ? 

9-6 如 题 9-6 图 所 示 刚 架 对 称 于 Oyxz 面 , 若 取 一 半 进 行 有 限 元 分 析 , 试 写 出 组 合 形 
式 ; 对 每 种 形式 施加 对 称 面 的 约束 条 件 。 


本 章 主要 介绍 有 限 元 建 模 的 一 般 过 程 ,并 通过 例题 分 析 , 使 读者 对 有 限 元 模型 的 建立 过 
程 及 有 限 元 模型 的 图 示 有 较 全 面 的 了 解 。 


10.1 有 限 元 建 模 的 一 般 过 程 


建立 有 限 元 模型 时 ,需要 遵循 两 条 基本 原则 : 一 是 保证 计算 结果 的 精度 ,二 是 控制 模型 
的 规模 。 保 证 精度 是 必须 的 ,在 此 前 提 下 , 减 小 模型 规模 是 必要 的 , 它 可 在 有 限 条 件 下 使 有 
限 元 计算 更 好 更 快 地 完成 。 

有 限 元 建 模 的 一 般 过 程 如 图 10-1 所 示 。 


问题 几何 材料 参 
类 型 ,~ 模型 数 与 几 
的 确 的 建 何 特性 
定 定义 


图 10-1 有 限 元 建 模 的 一 般 过 程 


10.2 ”有 限 元 建 模 举例 


例 10-1 悬臂 梁 的 静 力 分 析 。 

悬臂 梁 受 载 如 图 10-2 所 示 , 载 荷 沿 厚度 均匀 分 布 , 梁 长 . 宽 、 厚 尺寸 依次 为 1m、0. 1m、 
0.01m, 已 知 材料 为 各 向 同性 ,弹性 模 量 下 =2X100Pa, 泊 松 比 wx 一 0. 3, 不 考虑 梁 自 重 ,建立 
静 力 分 析 的 有 限 元 模型 。 

解 根据 结构 与 受 载 特点 ,本 例 可 视 为 平面 应 力 问 题 , 且 为 静 力 分 析 。 

@ 几何 模型 取 中 面 ,形状 及 尺寸 如 图 10-3 所 示 。 

@ 采用 四 节点 四 边 形 单元 对 中 面 划分 图 示 有 限 元 网 格 。 

@ 悬臂 梁 左 端 固 定 , 考 虑 到 平面 问题 中 的 节点 为 铵 接点 , 故 在 网 格 左 端 所 有 节点 处 均 
安置 相应 的 固定 铵 支 座 ,以 实现 约束 条 件 的 离散 化 ,在 右上 端 节点 施加 载荷 ,该 载荷 应 为 沿 
厚度 分 布 载荷 的 合力 ,合力 大 小 为 10000N/mX0. 01m 王 100N。 
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@ 材料 为 线 弹性 ,弹性 模 量 下 =2X100Pa, 泊 松 比 wp 一 0.3; 几何 特性 参数 为 板 厚 ,根据 
题 意 , 板 厚 :一 0.01m。 
建立 的 静 力 分 析 的 有 限 元 模型 图 示 如 图 10-3 所 示 。 


100N 


hm 


图 10-2 悬臂 梁 简 图 图 10-3 悬臂 梁 有 限 元 分 析 模 型 


10000N/m 


lm 


例 10-2 ” 简 支 梁 受 均 布 载荷 作用 时 的 静 力 分 析 。 

图 10-4 所 示 和 矩形 截面 简 支 梁 , 梁 长 20m, 梁 高 tm, 厚 度 为 0.5m, 承 受 均 布 载荷 ,载荷 集 
度 为 9 王 10N/m? , 沿 厚 度 均 匀 分 布 。 已 知 材料 为 各 向 同性 ,弹性 模 量 无 =2X102N/mz , 泊 
松 比 pw 一 0.3。 不 计 梁 自重 ,建立 苦力 分 析 的 有 限 元 模型 。 

解 @ 根据 结构 与 受 载 特点 ,本 例 可 视 为 平面 应 力 问题 , 且 为 静 力 分 析 。 

@ 几何 模型 取 中 面 ,形状 及 尺寸 如 图 10-5 所 示 。 

@ 采用 四 节点 四 边 形 单元 对 中 面 划 分 有 限 元 网 格 。 

@ 左 端 中 节点 加 固定 匀 支 座 , 右 端 中 节点 加 滑动 贸 支 座 , 根 据 对 称 性 ,对 称 面 水 平方 
向 位 移 为 零 , 应 施加 水 平滑 动 匀 支 座 。 所 受 载 荷 的 集 度 为 沿 厚度 方向 的 合力 , 即 为 
10N/m? X0.5m 二 5N/m, 将 分 布 载荷 施加 在 上 边界 。 

@ 材料 为 线 弹性 ,弹性 模 量 已 =2X100Pa, 泊 松 比 pw=0.3; 几何 特性 参数 为 板 厚 , 根 据 
题 意 , 板 厚 :一 0.5m。 

所 建立 的 有 限 元 分 析 模 型 图 示 如 图 10-5 所 示 。 本 例 中 应 特别 注意 对 称 性 的 利用 与 分 
布 载荷 的 处 理 。 本 例 根据 对 称 性 也 可 取 跨 度 的 一 半分 析 。 


| a 
图 10-4 简 支 梁 简 图 图 10-5 简 支 梁 有 限 元 分 析 模 型 图 示 


例 10-3 受 内 压 厚 壁 圆 简 的 静 力 分 析 。 

受 内 压 的 厚 壁 圆 简 , 简 长 20m, 内 径 0.2m, 外 径 1.0m, 两 端 自由 ,承受 g 二 10N/m? 的 均 
布 内 压 。 已 知 材料 为 各 向 同性 ,弹性 模 量 下 =2X10NVm: , 泊 松 比 一 0.3。 试 建立 静 力 分 
析 的 有 限 元 模型 。 

解 @ 根据 结构 与 受 载 特点 ,本 例 属 平面 应 变 问题 ,上 且 为 静 力 分 析 。 

@ 几何 模型 取 横 截面 ,由 于 对 称 性 ,只 需 取 横 截 面 的 四 分 之 一 离散 化 ,几何 模型 形状 及 
尺寸 如 图 10-6 所 示 。 

@ 因 有 曲线 边界 ,可 采用 八 节点 曲 边 四 边 形 单元 ,划分 网 格 从 里 到 外 由 密 到 玻 逐 渐 
过 渡 。 
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@ 在 左 侧 与 下 侧 两 对 称 面 上 施加 相应 位 移 约束 ,在 内 部 边界 施加 内 压 , 压 力 集 度 为 
10N/m Xl1m=10N/m. 
@ 材料 为 线 弹性 ,弹性 模 量 玉 二 2X10" Pa, 泊 松 比 y 二 0.3; 几何 特性 参数 为 板 厚 ,根据 
题 意 , 板 厚 :* 王 1m, 在 有 限 元 软件 中 ,平面 应 变 问 题 板 厚 默认 值 为 单位 1, 不 必定 义 。 
所 建立 的 有 限 元 分 析 模 型 图 示 如 图 10-7 所 示 。 


I0Tm 
图 10-6 ”几何 模型 图 10-7 受 内 压 厚 壁 圆 简 有 限 元 模型 图 示 


讨论 : 

(1) 本 例 中 ,车 简 长 仍 为 20m, 但 圆 简 横 置 于 光滑 水 平面 ,其 余 条 件 不 变 , 则 仍 按 平面 应 
变 问 题 处 理 , 由 对 称 性 ,可 取 横 截面 的 1/2 分 析 ,几何 模型 及 尺寸 如 图 10-8 所 示 。 因 有 曲线 
边界 , 故 可 采用 高 阶 四 边 形 单元 划分 网 格 ,如 图 10-9 采用 八 节点 四 边 形 单元 ,在 左 侧 对 称 面 
的 所 有 节点 上 施加 水 平 放 置 的 滑动 铵 支 座 ,底部 1 个 节点 施加 竖 直 放置 的 滑动 铵 支 座 , 内 表 
面 施加 垂直 于 该 面 的 压力 。 所 建立 的 有 限 元 分 析 模 型 图 示 如 图 10-9 所 示 。 


0.1mxA 


图 10-8 几何 模型 图 10-9 横 置 于 光滑 水 平面 长 圆 简 有 限 元 模型 图 示 


(2) 本 例 中 ,车 简 长 为 2m, 其 余 条 件 不 变 , 则 因 简 身 较 短 , 不 能 简化 为 平面 应 变 问 题 ,但 
根据 结构 与 受 载 特点 ,可 简化 为 空间 轴 对 称 问题 ,应 取 子 午 面 建立 有 限 元 模型 。 根 据 对 称 
性 ,可 取 简 长 的 一 半分 析 , 几 何 模 型 及 尺寸 如 图 10-10 所 示 。 可 采用 四 节点 矩形 单元 对 子午 
面 划 分 网 格 , 根 据 对 称 性 ,中 间 截 面 ( 左 侧 ) 的 轴 向 位 移 为 零 , 故 应 在 中 间 截 面 全 部 节点 施加 
水 平 放置 的 滑动 铵 支 座 ,内 压 施 加 在 底部 边界 ( 圆 简 内 侧 ) 。 所 建立 的 有 限 元 分 析 模 型 图 示 
如 图 10-11 所 示 。 注 意 轴 对 称 单元 不 必 施 加 径 向 约束 。 

本 例 建 模 时 ,将 轴 向 定义 为 工 轴 , 这 是 有 限 元 软件 MSC. MARC 中 规定 的 ,而 ANSYS 
与 ABAQUS 软件 中 ,将 轴 向 定义 为 > 轴 , 且 不 允许 有 负 工 坐标 。 在 ANSYS 软件 中 的 有 限 
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图 10-11 受 内 压 厚 壁 圆 简 有 限 元 分 析 模型 图 示 (MSC. MARC) 


EF 


元 模型 图 示 如 图 10-12。 因 此 有 限 元 建 模 时 ,应 充分 考虑 所 用 软件 。 需 要 注意 的 是 ,有 限 元 
软件 中 , 轴 对 称 问题 的 面 力 按 边 载荷 施加 ,但 数值 单位 仍 为 单位 面积 上 的 载荷 , 故 在 有 限 元 
模型 上 所 加 面 力 如 图 10-12 所 示 。 


图 10-12 受 内 压 厚 壁 圆 简 有 限 元 模型 图 示 (ANSYS) 


(3) 本 例 中 , 若 简 长 为 2m, 直 立 于 光滑 水 平面 ,其 余 条 件 不 变 , 则 仍 可 简化 为 空间 轴 对 
称 问题 ,但 由 于 轴 向 无 对 称 性 ,需要 取 整 个 简 长 分 析 , 底 部 (模型 左 侧 ) 所 有 节点 施加 滑动 锭 
支 座 。 所 建立 的 有 限 元 分 析 模型 图 示 如 图 10-13 所 示 。 


“SS 
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图 10-13 ”直立 于 光滑 水 平面 受 内 压 厚 壁 圆 简 有 限 元 模型 图 示 (MSC. MARC) 


(4) 本 例 中 ,车 简 长 为 2m, 横 置 于 光滑 水 平面 ,其 余 条 件 不 变 , 则 只 能 按 空 间 问题 处 理 ， 
由 对 称 性 ,可 取 圆 简 的 1/4 分 析 , 几 何 模型 如 图 10-14 所 示 。 因 有 曲面 边界 , 故 可 采用 二 十 
节点 六 面体 单元 划分 网 格 ,注意 在 对 称 面 上 施加 相应 的 边界 条 件 。 所 建立 的 有 限 元 模型 图 
示 如 图 10-15 所 示 。 图 中 ,后 侧面 , 左 侧面 均 为 对 称 面 ,下 表面 为 光滑 支撑 面 , 三 个 面 的 每 个 
节点 均 施加 垂直 于 相应 面 放置 的 滑动 匀 支 座 , 内 表面 施加 生 直 于 该 面 的 压力 。 


厂 


图 10-15 横 置 于 光滑 水 平面 短 圆 简 有 限 元 模型 图 示 
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例 10-4 压路机 对 土壤 作用 的 静 力 分 析 。 

筑 路 工程 中 常用 压路机 压 实 路 面 , 若 不 考虑 土壤 自重 , 试 建立 压路机 滚 子 静止 作用 于 路 
面 时 ,对 路 面 土壤 进行 静 力 分 析 时 的 有 限 元 模型 。 设 滚 子 长 2m, 可 视 为 圆柱 体 , 滚 子 与 土壤 
接触 处 为 平行 于 滚 子 轴线 的 一 条 直线 ,压路机 重力 沿 滚 子 轴线 均匀 分 布 , 压 力 集 度 为 
1000N/m。 已 知 土壤 材料 为 各 向 同性 ,弹性 模 量 下 =2X102N/m: , 泊 松 比 px= 一 0.3。 

解 @ 根据 已 知 条 件 , 本 例 属 平面 应 变 问题 , 且 为 静 力 分 析 。 

@ 几何 模型 取 横 截面 。 本 例 中 的 土壤 无 明确 边界 ,需要 先 确定 计算 对 象 的 边界 与 几何 
模型 形状 。 为 方便 起 见 , 可 取 和 矩形 区 域 分 析 , 几 何 模 型 形状 及 尺寸 如 图 10-16 所 示 。 

@ 几何 模型 形状 规则 ,采用 四 节点 矩形 单元 划分 网 格 。 

@ 底 边 与 两 侧 所 有 节点 施加 固定 铵 支 座 约 东 ,上 边界 中 间 节 点 施加 压力 为 1000N/mxX 
lm 一 1000N。 

@@ 材料 为 线 弹 性 ,土壤 的 弹性 模 量 二 20MPa, 泊 松 比 久 二 0.2; 几何 特性 参数 为 土壤 
厚度 ,在 有 限 元 软件 中 ,厚度 默认 值 为 单位 1, 不 必定 义 。 

所 建立 的 有 限 元 分 析 模 型 图 示 如 图 10-16 所 示 。 

第 一 次 分 析 时 ,a.b 取 值 大 一 些 , 且 划分 较 稀 朴 的 均匀 网 格 , 所 建立 的 有 限 元 分 析 模型 
如 图 10-16 所 示 。 根 据 第 一 次 分 析 结果 ,缩小 分 析 区 域 ,并 加 密 网 格 ,特别 是 加 密 载 荷 作用 
处 的 网 格 , 图 中 a,b 单位 为 m。 

本 例 也 可 按 空 间 问 题 处 理 。 为 方便 起 见 , 可 取 长 方 体 区 域 分 析 , 采 用 八 节点 六 面体 单元 
划分 网 格 , 底 面 与 四 个 侧面 所 有 节点 施加 球 匀 链 约束 ( 即 固 定 三 个 方向 的 移动 位 移 ) , 顶 面 施 
加 载荷 集 度 为 1000N/m 的 均 布 载荷 ,载荷 分 布 长 度 2m, 所 建立 的 有 限 元 分 析 模 型 图 示 如 图 
10-17 所 示 。 第 一 次 分 析 时 ,a、b、c 取 值 大 一 些 , 且 划分 较 稀 疏 的 网 格 。 根 据 第 一 次 分 析 结 
果 ,缩小 分 析 区 域 ,并 加 密 网 格 作 进一步 分 析 。 


图 10-16 平面 应 变 有 限 元 模型 图 示 图 10-17 空间 问题 有 限 元 模型 图 示 


有 限 元 软件 分 析 结 果 表 明 ,平面 应 变 模型 与 空间 问题 模型 计算 结果 吻合 ,但 平面 应 变 模 
型 计算 量 小 ,是 应 优先 选择 的 有 限 元 分 析 模 型 。 

例 10-5 ”复合 材料 检查 井盖 的 静 力 分 析 。 

井盖 由 一 平板 与 五 根 肋 组 成 。 平板 直径 为 690mm, 厚 度 为 18mm; 四 根 肋 呈 井 字 型 , 肋 
宽 40mm, 对 称 分 布 ,两 肋 中 心 距 为 120mm, 第 五 条 肋 沿 整 个 圆 板 周 边 , 肋 宽 20mm ,五 根 肋 
的 厚度 均 为 45mm ,结构 简 图 如 图 10-18 所 示 。 井 盖 材 料 为 玻璃 纤维 增强 树脂 基 复 合 材料 。 
板 中 心 加 载 圆 直径 为 356mm, 井 盖 第 五 条 肋 置 于 光滑 的 水 平井 座 上 。 设 均 布 压力 作用 在 板 
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面 中 心 半径 为 178mm 的 圆 面 上 ,要 分 析 总 载荷 大 小 为 20 吨 时 井盖 的 变形 与 应 力 分 布 , 试 建 
立 有 限 元 分 析 模 型 。 


120min 


(a) (b) 


图 10-18 检查 井盖 尺寸 简 图 
(a) 井盖 正面 尺寸 ; (b) 井盖 背面 尺寸 


解 @ 根据 已 知 条 件 , 本 例 为 空间 问题 , 且 为 静 力 分 析 。 

@ 根据 对 称 性 ,可 取 1/4 分 析 。 

@ 可 采用 八 节点 六 面体 单元 划分 网 格 。 井 盖 表 面 为 四 边 形 单元 ,网 格 划分 如 图 10-19(a) 
所 示 ,井盖 表面 单元 沿 板 厚 扩充 18mm, 形 成 八 节 点 六 面体 单元 ,从 而 形成 井盖 平板 的 有 限 
元 网 格 。 注 意 圆 板 上 在 施加 载荷 区 域 应 有 明显 的 单元 分 界线 ,并 注意 圆 板 节点 与 肋 节 点 连 
接 处 的 一 致 性 ,这 些 问 题 在 网 格 布局 时 一 定 要 考虑 周全 。 井 盖 肋 的 有 限 元 网 格 如 图 10-19(b) 
所 示 。 


345mm 


(b) 


图 10-19 检查 井盖 有 限 元 网 格 
(a) 井盖 表面 网 格 划分 ;(b) 井盖 肋 网 格 划 分 


@ 在 井盖 环 肋 底部 所 有 节点 施加 垂直 于 板 面 的 滑动 铵 支 座 ( 即 井盖 环 肋 底部 垂直 于 板 
面 的 位 移 为 0) , 因 井盖 置 于 井 座 中 时 .侧面 会 受到 井 座 的 约束 , 故 环 肋 侧 面 所 有 节点 均 施加 
垂直 侧面 的 滑动 铵 支 座 , 在 板 面 圆 形 区 域内 施加 垂直 于 板 面 的 压力 ,压力 集 度 为 20 吨 / 
[xzX(178mm)2] 一 1.97MPa。 

回 材料 为 玻璃 纤维 增强 树脂 基 复 合 材料 ,是正 交 各 向 异性 材料 ,共有 9 个 独立 材料 参 
数 , 即 EL 二 14. 5GPa, Er 二 13. 6GPa,E,=5.9GPa; pyur=0. 149,pm 一 0.3,/ 必 一 1.46; Grr 
1.78GPa,Gr, 一 1.69GPa,Gu 一 1.46GPa。 空 间 问 题 不 需要 定义 几何 特性 。 

例 10-6 匀速 转动 的 飞轮 。 

如 图 10-20 所 示 为 由 两 种 材料 黏合 而 成 的 飞轮 ,以 角速度 w 绕 铅 垂 轴 > 匀速 转动 , 设 内 
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径 为 0.2m, 各 层 径 向 厚度 h 为 0. 15m, 飞 轮 厚 度 h 为 0.6m。 飞 轮 自 
重 不 计 , 试 建立 飞轮 的 有 限 元 分 析 模 型 。 

解 @ 根据 已 知 条 件 , 本 例 属 空 间 轴 对 称 问题 。 

@ 可 取 如 图 10-21(a) 所 示 子 午 面 分 析 。 

@ 形状 规则 ,可 采用 四 节点 矩形 环 单 元 划分 网 格 , 有 限 元 网 格 如 
图 10-21(a) 所 示 。 

@ 根据 对 称 性 ,中 间 截 面 的 轴 向 位 移 为 零 , 应 在 中 间 截 面 全 部 节 
点 处 施加 只 能 径 向 移动 的 滑动 匀 支 座 。 匀 速 转动 时 产生 的 惯性 力 为 ”图 10-20 飞轮 
分 布 体力 ,方向 沿 径 向 (向 外 ) ,应 施加 在 全 部 单元 上 。 

@ 定义 两 种 材料 的 弹性 模 量 、 泊 松 比 、 质 量 密度 ; 对 轴 对 称 问题 不 需要 定义 几何 特性 ， 
但 匀速 转动 时 必须 定义 质量 密度 ,用 于 计算 惯性 力 。 

说 明 : 如 图 10-21(a) 为 使 用 有 限 元 软件 MSC. MARC 时 的 有 限 元 分 析 模 型 图 示 , 如 
图 10-21(b) 为 使 用 有 限 元 软件 ANSYS 或 ABAQUS 时 的 有 限 元 分 析 模 型 图 示 。 


中 > 
y 
0.6m 
O01m 0.15m | 0.15m 有 
(a) (b) 


图 10-21 匀速 转动 飞轮 有 限 元 分 析 模型 图 示 


例 10-7 和 矩形 截面 简 支 梁 静 力 分 析 。 

矩形 截面 简 支 梁 尺 寸 与 受 力 如 图 10-22 所 示 , 已 知 截面 长 与 宽 均 为 5cm, 均 布 载荷 集 度 
为 9 一 2kN/m, 集 中 载荷 F=8SkN ,载荷 均 作 用 在 纵向 对 称 面 内 。 若 材料 的 弹性 模 量 = 
3.0X10N/m' , 泊 松 比 w 一 0.3, 要 求 支承 点 与 粱 中 点 的 挠 度 。 试 建立 有 限 元 分 析 模型 。 

解 中 根据 已 知 条件 , 本 例 为 受 横向 力 的 等 截面 细 长 直 梁 ,结构 与 载荷 有 纵向 对 称 面 ， 
故 发 生平 面 弯 曲 , 可 由 平面 梁 单 元 分 析 , 故 本 例 为 平面 梁 单 元 的 静 力 分 析 。 

四 取 梁 轴线 为 几何 模型 。 

@ 可 采用 两 节点 平面 直 梁 单元 分 析 , 如 图 10-23 进行 单元 分 割 。 在 载荷 突变 处 布置 节 
点 ,题目 要 求 梁 中 点 挠 度 , 故 在 粱 中 点 必须 布置 节点 。 

钱 左 端 施加 两 个 方向 的 滑动 铵 支 座 , 右 端 施加 滑动 铵 支 座 ,分 布 载荷 可 直接 加 在 简 支 
梁 左 段 ,集中 载荷 加 在 相应 节点 上 。 

@ 定义 材料 的 弹性 模 量 \ 泊 松 比 ; 对 平面 直 梁 单元 ,几何 特性 需 定义 梁 横 截面 高 度 、 梁 
横 截面 面积 。 

建立 的 有 限 元 分 析 模 型 图 示 如 图 10-23 所 示 。 
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8kN 
zaNm PY A 
2m | 2m | 2m | 2m 2m |2m | 2m | 2m 
图 10-22 简 支 梁 图 10-23 简 支 梁 有 限 元 分 析 模 型 图 示 


例 10-8 闭 截 面 空心 固 支 梁 的 静 力 分 析 。 

两 端 固 支 的 直 梁 ,跨度 为 10m, 中 部 受 垂直 于 梁 轴线 的 集中 载荷 P 作 用 ,截面 形状 如 图 
10-24 所 示 ,车 材料 的 弹性 模 量 为 巨 , 泊 松 比 为 w, 试 建立 固 支 梁 静 力 分 析 的 有 限 元 模型 。 

解 本 例 为 细 长 直 梁 ,可 采用 直 梁 单元 分 析 。 对 于 一 般 的 闭 截面 空心 梁 或 开口 梁 
(如 工 字 型 截面 梁 、 模 型 截面 梁 ) , 横 截面 对 y、xz 轴 的 惯性 矩 可 能 不 同 ,为 反映 普遍 问题 ,一 
般 将 该 类 梁 视 为 空间 梁 。 因 此 本 例 为 空间 梁 单 元 的 静 力 分 析 。 

@ 取 梁 轴线 为 几何 模型 ,根据 对 称 性 可 取 一 半分 析 , 几 何 模型 如 图 10-25 所 示 。 

@ 采用 两 节点 直 梁 单元 ,将 梁 轴线 一 半 进 行 单元 分 割 ,平均 分 为 5 份 。 

@ 集中 载荷 的 一 半 直 接 加 在 梁 的 中 部 ( 即 模型 的 一 端 ,y 轴 负 向 ) , 左 端 施加 三 个 滑动 
铵 支 座 与 转角 0 二 04, 二 04: 二 0 表示 空间 固定 端 约束 ; 右 端 施加 滑动 贸 支 座 ( 约 束 工 方向 位 
移 ) 与 au 二 0a. 二 0 为 对 称 面 上 施加 的 约束 条 件 。 

@ 定义 材料 的 弹性 模 量 、 泊 松 比 ; 对 空间 直 梁 单元 ,几何 特性 需 定义 梁 横 截面 面积 、 横 
截面 的 两 个 惯性 矩 ` 局 部 坐标 轴 的 方向 矢量 。 

建立 的 有 限 元 分 析 模 型 图 示 如 图 10-25 所 示 。 


图 10-24 截面 形状 图 10-25 两 端 固 支 梁 有 限 元 分 析 模 型 图 示 


例 10-9 集中 载荷 作用 的 周边 固 支 方 板 的 静 力 分 析 。 

边 长 为 工 的 方形 薄板 ,四 边 固 定 , 中 心 受 垂直 于 板 面 的 集中 载荷 P 作用 , 设 边 长 工 一 
1.0m, 板 厚 :二 0.01m, 载 荷 P 一 2000N ,弹性 模 量 下 一 2.0X102Pa, 泊 松 比 w=0.3。 要 计算 
薄板 的 挠 度 ,建立 有 限 元 分 析 模型 。 

解 @ 本 例 为 薄板 弯曲 问题 的 静 力 分 析 。 

@ 取 薄 板 中 面 分 析 , 几 何 模型 如 图 10-26 所 示 。 

@ 可 采用 四 节点 四 边 形 薄 板 单元 ,划分 网 格 如 图 10-26 所 示 ,载荷 作用 点 ( 板 中 心 ) 应 
布置 节点 ,该 处 网 格 加 密 。 

@ 全 部 边界 节点 约束 六 个 自由 度 , 即 三 个 移动 位 移 ,三 个 转动 位 移 。 在 板 中 心 节 点 施 
加 垂直 于 板 面 的 压力 。 因 三 个 转动 位 移 不 易 在 图 中 表示 ,在 应 用 有 限 元 软件 分 析 时 施加 
便 可 。 
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ei Pst 


加 材料 为 线 弹性 ,弹性 模 量 已 =2X102Pa, 泊 松 比 wx 一 0.3; 几何 特性 参数 为 板 厚 ,根据 
题 意 , 板 厚 :一 0.0lm。 

建立 的 有 限 元 静 力 分 析 模 型 图 示 如 图 10-26 所 示 。 

讨论 : 

(1) 本 例 中 , 若 对 四 边 固 支 方 板 进行 模 态 分 析 , 则 可 采用 较 稀 朴 的 均匀 网 格 , 全 部 边界 
节点 约束 六 个 自由 度 ,并 与 静 力 分 析 相 同 定义 材料 参数 与 几何 特性 参数 。 建 立 的 模 态 分 析 
模型 图 示 如 图 10-27 所 示 。 
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人 1m 开 人 1m / 
图 10-26 周边 固 支 方 板 静 力 分 析 模型 图 示 图 10-27 周边 固 支 方 板 模 态 分 析 模 型 图 示 


(2) 车 对 有 小 孔 的 四 边 固 支 方 板 进行 模 态 分 析 , 则 可 忽略 小 孔 ,建立 有 限 元 分 析 模型 。 

例 10-10 杯子 受 集中 载荷 与 均 布 内 压 作 用 时 的 静 力 分 析 。 

一 杯子 置 于 硬 橡胶 板 上 ,形状 .尺寸 及 集中 载荷 如 图 10-28 所 示 , 杯 内 受 均 布 内 压 作 用 ， 
载荷 集 度 为 0.2MPa, 杯 厚 Imm, 材 料 弹性 模 量 下 =72GPa, 泊 松 比 w=0.20。 图 10-28(a) 
中 尺寸 单位 为 mm, 图 10-28(b) 中 集中 载荷 单位 为 N。 要 分 析 杯 子 的 变形 与 应 力 分 布 , 试 建 
立 有 限 元 分 析 模 型 。 
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(a) (b) 
图 10-28 杯子 尺寸 与 受 力 


解 @ 本 例 杯 子 很 薄 ,所 受 载荷 无 特殊 性 , 故 为 薄 壳 问题 。 

@ 取 中 面 为 几何 模型 。 

@ 可 采用 四 节点 四 边 形 薄 壳 单元 ,网 格 划分 如 图 10-29 所 示 ， 
注意 划分 网 格 时 要 在 集中 载荷 作用 点 处 布置 节点 。 

@ 杯子 置 于 硬 橡胶 板 上 ,使 杯 底 不 能 有 任何 移动 ,但 能 转动 
(水 平方 向 有 摩擦 ), 所 以 应 在 杯 底 边缘 一 周 的 所 有 节点 上 施加 限 
制 三 个 方向 移动 的 约 东 (滑动 匀 支 座 )。 在 相应 节点 施加 集中 载 
荷 ,并 在 杯子 内 部 面 上 施加 均 布 压力 ,压力 集 度 为 0.2MPa。 

@@ 材料 为 线 弹性 ,弹性 模 量 下 =72GPa, 泊 松 比 w=0.20; 几 图 10-29 杯子 网 格 图 
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何 特 性 参数 为 杯子 厚度 ,根据 题 意 , 杯 厚 :一 lmm。 

建立 的 有 限 元 静 力 分 析 模 型 图 示 如 图 10-30 所 示 。 

讨论 : 

本 例 中 ,车 杯子 只 承受 均 布 内 压 作 用 , 则 为 轴 对 称 壳 问题 ,应 取 子 午 面 内 的 线 框 分 析 ,并 
采用 轴 对 称 壳 单元 划分 该 线 框 。 在 轴 对 称 壳 单元 中 ,每 个 节点 有 3 个 自由 度 , 即 轴 向 (y 向 ) 
位 移 、 径 向 (z 向 ) 位 移 与 zy 平面 内 的 转动 位 移 ( 绕 原点 转角 )。 图 10-31 中 ,杯子 置 于 硬 橡 
胶 板 上 ,底部 边缘 节点 (z 轴 上 节点 ) 轴 向 (y 向 ) 位 移 、 径 向 (zx 向 ) 位 移 为 0; 在 杯子 内 部 全 部 
边界 上 施加 均 布 压力 ,载荷 集 度 为 0.2MPa。 建 立 的 有 限 元 分 析 模型 图 示 如 图 10-31 所 示 。 
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10-30 ”杯子 受 非 对 称 载 荷 有 限 元 模型 图 示 图 10-31 杯子 受 均匀 内 压 有 限 元 模型 图 示 
几 点 说 明 : 
(1) 轴 对 称 壳 中 ,分 布 载荷 为 单位 面积 的 载荷 ,施加 在 边 上 。 这 主要 考虑 到 与 有 限 元 软 
件 的 一 致 性 。 


(2) 有 限 元 软件 中 ,处 理 轴 对 称 壳 问 题 与 空间 轴 对 称 问题 的 方法 一 致 , 即 ANSYS、 
ABAQUS 中 轴 向 为 y 轴 ; 而 MSC. MARC 中 , 轴 向 为 x 轴 。 使 用 其 他 有 限 元 软件 时 应 详细 
查看 轴 对 称 壳 单元 的 使 用 说 明 。 


习 题 


10-1 具有 中 心 圆 孔 的 矩形 板 受 均 布 拉力 如 题 10-1 图 所 示 , 设 长 , 宽 、 厚 尺寸 依次 为 
2m、lm、0. lm, 中 心 圆 孔 直径 0. 4m, 载 荷 集 度 gq 二 100N/m? , 沿 板 厚 分 布 规律 不 变 。 设 板 的 
材料 为 各 向 同性 , 试 利用 对 称 性 建立 静 力 分 析 的 有 限 元 分 析 模 型 。 

10-2 如题 10-2 图 所 示 为 一 均 质 等 厚度 薄板 结构 ,承受 载荷 沿 厚度 分 布 不 变 。 已 知 PP 二 
1000N/m,g 二 500N/m? ,a 二 2m, 厚 度 1 二 0. lm, 试 利用 对 称 性 建立 静 力 分 析 的 有 限 元 模型 。 

10-3 一 厚 壁 圆 简 简 长 10m, 内 径 2m, 外 径 6m, 直 立 于 光滑 水 平面 上 ,上 端 自由 ,承受 
内 压 沿 简 长 呈 三 角形 线性 分 布 (上 端 为 零 ) ,下 端 压力 载荷 集 度 为 100N/m。 若 自重 不 计 , 根 
据 结构 与 受 载 特点 建立 厚 壁 圆 简 静 力 分 析 的 有 限 元 分 析 模 型 。 

10-4 上端 开 口 的 厚 壁 圆 简 简 长 sm, 内 径 2m, 外 径 6m, 底 部 深度 1m, 直立 于 光滑 水 平 
面 上 ,上 端 自 由 , 简 内 承受 均 布 内 压 , 压 力 集 度 为 100N/m*。 若 自重 不 计 , 根 据 结 构 与 受 载 
特点 建立 厚 壁 圆 简 静 力 分 析 的 有 限 元 分 析 模型 。 
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题 10-1 图 题 10-2 


10-5 如 题 10-5 图 所 示 为 两 端 固 支 的 矩形 截面 梁 , 跨 度 为 a, 梁 高 为 5, 梁 厚 为 h, 承 受 
均 布 压力 作用 ,压力 集 度 为 g, 且 该 压力 沿 梁 厚 分 布 不 变 。 设 梁 自重 不 计 , 材 料 为 各 向 同性 ， 
试 建立 如 下 两 种 情形 下 静 力 分 析 的 有 限 元 模型 。 

(1) awb 属 于 同一 数量 级 ,ha ,hb; 

(2) bh 属于 同一 数量 级 ,a 庆 b,a 庆 hh。 


题 10-5 图 


10-6 ”四 边 简 支 的 方 板 , 边 长 为 1 二 1m, 厚 度 为 h 二 0.01m, 弹 性 模 量 为 E==2X 10" Pa， 
泊 松 比 w= 一 0.3, 板 上 受 垂直 于 板 的 均 布 载荷 作用 ,载荷 集 度 为 g 一 200NVmz , 试 利用 对 称 条 
件 , 只 取 1/4 板 作为 研究 对 象 ,建立 静 力 分 析 有 限 元 分 析 模 型 。 

10-7 筑 路 工程 中 常用 压路机 压 实 路 面 , 若 不 考虑 土壤 
自身 重力 , 试 建立 压路机 滚 子 作 用 于 路 面 时 ,对 路 面 土壤 进 
行动 应 力 计算 时 的 有 限 元 分 析 模 型 。 设 压路机 的 载荷 大 小 
为 10sinxtkNV/m, 方 向 垂直 于 路 面 。 土 壤 的 材料 参数 请 查阅 
资料 给 出 。 

10-8 如 题 10-8 图 有 了 和 孔 试 件 为 等 厚度 圆 板 ,厚度 为 
5. 32mm、 直 径 为 108. 04mm, 有 对 称 的 四 个 孔 , 且 孔 直 径 为 
16mm, 孔 心 距 薄 板 中 心 距 离 为 27. 5mm, 试 件 材 质 为 A45 
钢 , 试 建立 试 件 模 态 分 析 的 有 限 元 模型 。A45 钢 的 材料 参数 
请 查阅 资料 给 出 。 
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面向 对 象 的 程序 设计 概述 


面向 对 象 是 一 种 新 兴 的 程序 设计 方法 ,或 者 说 它 是 一 种 新 的 程序 设计 范 型 ,其 基本 思想 
是 使 用 对 象 ,类 ,继承 ,封装 ,消息 等 基本 概念 来 进行 程序 设计 。 

面向 对 象 是 从 现实 世界 中 客观 存在 的 事物 ( 即 对 象 ) 出 发 来 构造 软件 系统 ,并 在 系统 构 
造 中 尽 可 能 运用 人 类 的 自然 思维 方式 ,强调 直接 以 问题 域 (现实 世界 ) 中 的 事物 为 中 心 来 思 
考 问题 ,认识 问题 ,并 根据 这 些 事物 的 本 质 特 点 ,把 它们 抽象 地 表示 为 系统 中 的 对 象 , 作 为 系 
统 的 基本 构成 单位 。 这 可 以 使 系统 直接 地 映射 问题 域 ,保持 问题 域 中 事物 及 其 相互 关系 的 
本 来 面貌 。 

面向 对 象 可 以 有 不 同 层次 的 理解 。 

从 世界 观 的 角度 可 以 认为 : 面向 对 象 的 基本 哲学 是 认为 世界 是 由 各 种 各 样 具有 自己 的 
运动 规律 和 内 部 状态 的 对 象 所 组 成 的 ; 不 同 对 象 之 间 的 相互 作用 和 通信 构成 了 完整 的 现实 
世界 。 因 此 ,人 们 应 当 按 照 现实 世界 这 个 本 来 面貌 来 理解 世界 ,直接 通过 对 象 及 其 相互 关系 
来 反映 世界 。 这 样 建立 起 来 的 系统 才能 符合 现实 世界 的 本 来 面目 。 

从 方法 学 的 角度 可 以 认为 : 面向 对 象 的 方法 是 面向 对 象 的 世界 观 在 开发 方法 中 的 直接 
运用 。 它 强调 系统 的 结构 应 该 直接 与 现实 世界 的 结构 相对 应 ,应 该 围绕 现实 世界 中 的 对 象 
来 构造 系统 ,而 不 是 围绕 功能 来 构造 系统 。 

从 程序 设计 的 角度 来 看 ,面向 对 象 的 程序 设计 语言 必须 有 描述 对 象 及 其 相互 之 间 关 系 
的 语言 成 分 。 这 些 程序 设计 语言 可 以 归纳 为 以 下 几 类 : 系统 中 一 切 皆 为 对 象 ; 对 象 是 属性 
及 其 操作 的 封装 体 ; 对 象 可 按 其 性 质 划 分 为 类 ,对 象 成 为 类 的 实例 ; 实例 关系 和 继承 关系 
是 对 象 之 间 的 静态 关系 ; 消息 传递 是 对 象 之 间 动 态 联系 的 唯一 形式 ,也 是 计算 的 唯一 形式 ; 
方法 是 消息 的 序列 。 


11.1 面向 对 象 的 基本 概念 


面向 对 象 , 明 确 地 给 出 对 象 的 定义 或 说 明 对 象 的 定义 的 非常 少 。 起 初 ,面向 对 象 " 是 专 
指 在 程序 设计 中 采用 封装 、 继 承 、 抽 象 等 设计 方法 。 可 是 ,这 个 定义 显然 不 能 再 适合 现在 情 
况 。 面 向 对 象 的 思想 已 经 涉及 软件 开发 的 各 个 方面 。 如 ,面向 对 象 的 分 析 (object oriented 
analysis,OOA) ,面向 对 象 的 设计 (object oriented design,OOD) ,以 及 我 们 经 常 说 的 面向 对 
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象 的 编程 实现 (object oriented programming,OOP) 。 
面向 对 象 是 当前 计算 机 界 关 心 的 重点 , 它 是 20 世纪 90 年 代 软 件 开 发 方法 的 主流 。 面 
向 对 象 的 概念 和 应 用 已 超越 了 程序 设计 和 软件 开发 ,扩展 到 很 宽 的 范围 。 如 数据 库 系统 、 交 
互 式 界面 ,应 用 结构 、 应 用 平台 、 分 布 式 系统 、 网 络 管理 结构 .CAD 技术 、 人 工 智 能 等 领域 。 
在 学 习 面 向 对 象 的 分 析 、 设 计 和 实现 前 , 先 了 解 对 象 的 概念 、 面 向 对 象 的 开发 方法 以 及 
开发 模型 。 
下 面 分 别 介绍 : 对 象 的 基本 概念 ,对 象 的 特征 、 对 象 的 要 素 、 面 向 对 象 的 开发 方法 、 面 向 
对 象 的 模型 。 


11.1.1 对 象 的 基本 概念 


1. 对 象 

对 象 是 人 们 要 进行 研究 的 任何 事物 ,从 最 简单 的 整数 到 复杂 的 飞机 等 均 可 看 作对 象 , 它 
不 仅 能 表示 具体 的 事物 ,还 能 表示 抽象 的 规则 .计划 或 事件 。 

2. 对 象 的 状态 和 行为 

对 象 具 有 状态 ,一 个 对 象 用 数据 值 来 描述 它 的 状态 。 

对 象 还 有 操作 ,用 于 改变 对 象 的 状态 ,对 象 及 其 操作 就 是 对 象 的 行为 。 

对 象 实现 了 数据 和 操作 的 结合 ,使 数据 和 操作 封装 于 对 象 的 统一 体 中 。 

3. 类 

具有 相同 特性 和 行为 (功能 ) 的 对 象 之 抽象 就 是 类 。 因 此 ,对 象 的 抽象 是 类 ,类 的 具体 化 
就 是 对 象 ,也 可 以 说 ,类 的 实例 是 对 象 。 

类 具有 属性 , 它 是 对 象 的 状态 的 抽象 ,用 数据 结构 来 描述 类 的 属性 。 

类 具有 操作 , 它 是 对 象 的 行为 的 抽象 ,用 操作 名 和 实现 该 操作 的 方法 来 描述 。 

4. 类 的 结构 

在 客观 世界 中 有 若干 类 ,这 些 类 之 间 有 一 定 的 结构 关系 。 通 常 有 两 种 主要 的 结构 关系 ， 
即 一 般 - 具 体 结构 关系 ,整体 -部 分 结构 关系 。 

(1) 一 般 -具体 结构 称 为 分 类 结构 ,也 可 以 说 是 “或 ?关系 ,或 者 是 “is a” 关 系 。 

(2) 整体 -部 分 结构 称 为 组 装 结构 ,它们 之 间 的 关系 是 一 种 “与 ”关系 ,或 者 是 “has a” 
关系 。 

5. 消息 和 方法 

对 象 之 间 进 行 通信 的 结构 叫做 消息 。 在 对 象 的 操作 中 , 当 一 个 消息 发 送 给 某 个 对 象 时 ， 
消息 包含 接收 对 象 去 执行 某 种 操作 的 信息 。 发 送 一 条 消息 至 少 要 包括 说 明 接 受 消息 的 对 象 
名 发送 给 该 对 象 的 消息 名 ( 即 对 象 名 、 方 法 名 )。 一 般 还 要 对 参数 加 以 说 明 , 参 数 可 以 是 认 
识 该 消息 的 对 象 所 知道 的 变量 名 ,或 者 是 所 有 对 象 都 知道 的 全 局 变量 名 。 

类 中 操作 的 实现 过 程 叫做 方法 ,一 个 方法 有 方法 名 参数、 方法 体 。 


11.1.2 对象 的 特征 


1. 对 象 唯一 性 
每 个 对 象 都 有 自身 唯一 的 标识 ,通过 这 种 标识 ,可 找到 相应 的 对 象 。 在 对 象 的 整个 生命 
期 中 , 它 的 标识 都 不 改变 ,不 同 的 对 象 不 能 有 相同 的 标识 。 
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2. 分 类 性 

分 类 性 是 指 将 具有 一 致 的 数据 结构 (属性 ) 和 行为 (操作 ) 的 对 象 抽象 成 类 。 一 个 类 就 是 
这 样 一 种 抽象 , 它 反 映 了 与 应 用 有 关 的 重要 性 质 ,而 忽略 其 他 一 些 无 关内 容 。 任 何 类 的 划分 
都 是 主观 的 ,但 必须 与 具体 的 应 用 有 关 。 

3. 继承 性 

继承 性 是 子 类 自动 共享 父 类 数据 结构 和 方法 的 机 制 ,这 是 类 之 间 的 一 种 关系 。 在 定义 
和 实现 一 个 类 的 时 候 , 可 以 在 一 个 已 经 存在 的 类 的 基础 之 上 来 进行 ,把 这 个 已 经 存在 的 类 所 
定义 的 内 容 作为 自己 的 内 容 , 并 加 入 若干 新 的 内 容 。 

继承 性 是 面向 对 象 程序 设计 语言 不 同 于 其 他 语言 的 最 重要 的 特点 ,是 其 他 语言 所 没 
有 的 。 

在 类 层次 中 , 子 类 只 继承 一 个 父 类 的 数据 结构 和 方法 , 则 称 为 单 重 继承 。 

在 类 层次 中 , 子 类 继承 了 多 个 父 类 的 数据 结构 和 方法 , 则 称 为 多 重 继承 。 

在 软件 开发 中 ,类 的 继承 性 使 所 建立 的 软件 具有 开放 性 、 可 扩充 性 ,这 是 信息 组 织 与 分 
类 的 行 之 有 效 的 方法 , 它 简 化 了 对 象 、 类 的 创建 工作 量 ,增加 了 代码 的 可 重 性 。 

采用 继承 性 ,提供 了 类 的 规范 的 等 级 结构 。 通 过 类 的 继承 关系 ,使 公共 的 特性 能 够 共 
享 ,提高 了 软件 的 重用 性 。 

4. 多 态 性 (多 形 性 ) 

多 态 性 是 指 相同 的 操作 或 函数 、 过 程 可 作用 于 多 种 类 型 的 对 象 上 并 获得 不 同 的 结果 。 
不 同 的 对 象 , 收 到 同一 消息 可 以 产生 不 同 的 结果 ,这 种 现象 称 为 多 态 性 。 

多 态 性 允许 每 个 对 象 以 适合 自身 的 方式 去 响应 共同 的 消息 。 

多 态 性 增强 了 软件 的 灵活 性 和 重用 性 。 


11.1.3 对象 的 要 素 


1. 抽象 

抽象 是 指 强调 实体 的 本 质 、 内 在 的 属性 。 在 系统 开发 中 ,抽象 指 的 是 在 决定 如 何 实 现 对 
象 之 前 的 对 象 的 意义 和 行为 。 使 用 抽象 可 以 尽 可 能 避免 过 早 考 虑 一 些 细节 。 

类 实现 了 对 象 的 数据 ( 即 状态 ) 和 行为 的 抽象 。 

2. 封装 性 (信息 隐藏 ) 

封装 性 是 保证 软件 部 件 具 有 优良 的 模块 性 的 基础 。 

面向 对 象 的 类 是 封装 良好 的 模块 ,类 定义 将 其 说 明 ( 用 户 可 见 的 外 部 接口 ) 与 实现 (用 户 
不 可 见 的 内 部 实现 ) 显 式 地 分 开 , 其 内 部 实现 按 其 具体 定义 的 作用 域 提供 保护 。 

对 象 是 封装 的 最 基本 单位 ,封装 防止 了 程序 相互 依赖 性 而 带 来 的 变动 影响 ,面向 对 象 的 
封装 比 传统 语言 的 封装 更 为 清晰 、 更 为 有 力 。 

3. 共享 性 

面向 对 象 技 术 在 不 同 级 别 上 促进 了 共享 。 

同一 类 中 的 共享 。 同 一 类 中 的 对 象 有 着 相同 数据 结构 。 这 些 对 象 之 间 是 结构 ,行为 特 
征 的 共享 关系 。 

在 同一 应 用 中 共享 。 在 同一 应 用 的 类 层次 结构 中 ,存在 继承 关系 的 各 相似 子 类 中 ,存在 
数据 结构 和 行为 的 继承 ,使 各 相似 子 类 共享 共同 的 结构 和 行为 。 使 用 继承 来 实现 代码 的 共 
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享 ,这 也 是 面向 对 象 的 主要 优点 之 一 。 
在 不 同 应 用 中 共享 。 面 向 对 象 不 仅 允 许 在 同一 应 用 中 共享 信息 ,而 且 为 未 来 目标 的 可 
重用 设计 准备 了 条 件 。 通 过 类 库 这 种 机 制 和 结构 来 实现 不 同 应 用 中 的 信息 共享 。 


11.1.4 面向 对 象 的 开发 方法 


目前 ,面向 对 象 开 发 方法 的 研究 已 日 趋 成 熟 , 国 际 上 已 有 不 少 面向 对 象 产品 出 现 。 面 向 
对 象 开发 方法 有 Coad 方法 、Booch 方法 和 OMT 方法 等 。 

1. Booch 方法 

Booch 最 先 描述 了 面向 对 象 的 软件 开发 方法 的 基础 问题 ,指出 面向 对 象 开 发 是 一 种 根 
本 不 同 于 传统 的 功能 分 解 的 设计 方法 。 面 向 对 象 的 软件 分 解 更 接近 人 对 客观 事务 的 理解 ， 
而 功能 分 解 只 通过 问题 空间 的 转换 来 获得 。 

2. Coad 方法 

Coad 方法 是 1989 年 Coad 和 Yourdon 提出 的 面向 对 象 开 发 方法 。 该 方法 的 主要 优点 
是 通过 多 年 来 大 系统 开发 的 经 验 与 面向 对 象 概念 的 有 机 结合 ,在 对 象 、 结 构 、 属 性 和 操作 的 
认定 方面 ,提出 了 一 套 系统 的 原则 。 该 方法 完成 了 从 需求 角度 进一步 进行 类 和 类 层次 结构 
的 认定 。 尽 管 Coad 方法 没有 引入 类 和 类 层次 结构 的 术语 ,但 事实 上 已 经 在 分 类 结构 、 属 
性 ,操作 、 消 息 关 联 等 概念 中 体现 了 类 和 类 层次 结构 的 特征 。 

3. OMT 方法 

OMT 方法 是 1991 年 由 Rumbaugh 等 5 人 提出 来 的 ,其 经 典 著作 为 “面向 对 象 的 建 模 
与 设计 ”。 

该 方法 是 一 种 新 兴 的 面向 对 象 的 开发 方法 ,开发 工作 的 基础 是 对 真实 世界 的 对 象 建 模 ， 
然后 围绕 这 些 对 象 使 用 分 析 模 型 来 进行 独立 于 语言 的 设计 ,面向 对 象 的 建 模 和 设计 促进 了 
对 需求 的 理解 ,有 利于 开发 得 更 清晰 、 更 容易 维护 的 软件 系统 。 该 方法 为 大 多 数 应 用 领域 的 
软件 开发 提供 了 一 种 实际 的 、 高 效 的 保证 ,努力 寻求 一 种 问题 求解 的 实际 方法 。 

4. UML(Unified Modeling Language) 语 言 

软件 工程 领域 在 1995 一 1997 年 取得 了 前 所 未 有 的 进展 ,其 成 果 超 过 软件 工程 领域 过 去 
15 年 的 成 就 总 和 ,其 中 最 重要 的 成 果 之 一 就 是 统一 建 模 语言 (UML) 的 出 现 。UML 将 是 面 
向 对 象 技 术 领 域内 占 主导 地 位 的 标准 建 模 语言 。 

UML 不 仅 统一 了 Booch 方法 .OMT 方法 .OOSE 方法 的 表示 方法 .而 且 对 其 作 了 进 一 
步 的 发 展 ,最 终 统一 为 大 众 接受 的 标准 建 模 语言 。UML 是 一 种 定义 良好 、 易 于 表达 ,功能 
强大 上 且 普遍 适用 的 建 模 语言 。 它 融和 信 了 软件 工程 领域 的 新 思想 、 新 方法 和 新 技术 。 它 的 作 
用 域 不 限于 支持 面向 对 象 的 分 析 与 设计 ,还 支持 从 需求 分 析 开 始 的 软件 开发 全 过 程 。 


11.1.5 面向 对 象 的 模型 


1. 对 象 模 型 

对 象 模 型 表示 了 静态 的 、 结 构 化 的 系统 数据 性 质 , 描 述 了 系统 的 静态 结构 , 它 是 从 客观 
世界 实体 的 对 象 关系 角度 来 描述 ,表现 了 对 象 的 相互 关系 。 该 模型 主要 关心 系统 中 对 象 的 
结构 、 属 性 和 操作 , 它 是 分 析 阶 段 三 个 模型 的 核心 ,是 其 他 两 个 模型 的 框架 。 
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(1) 对 象 和 类 。 

对 象 : 对 象 建 模 的 目的 就 是 描述 对 象 。 

类 : 通过 将 对 象 抽象 成 类 ,可 以 使 问题 抽象 化 ,抽象 增强 了 模型 的 归纳 能 力 。 

属性 : 属性 指 的 是 类 中 对 象 所 具有 的 性 质 ( 数 据 值 ) 。 

操作 和 方法 : 操作 是 类 中 对 象 所 使 用 的 一 种 功能 或 变换 。 类 中 的 各 对 象 可 以 共享 操 
作 ,每 个 操作 都 有 一 个 目标 对 象 作为 其 隐 含 参数 。 方 法 是 类 的 操作 的 实现 步 又。 

(2) 关联 和 链 。 

关联 是 建立 类 之 间 关 系 的 一 种 手段 ; 链 是 建立 对 象 之 间 关 系 的 一 种 手段 。 

关联 和 链 的 含义 : 链表 示 对 象 间 的 物理 与 概念 联结 ,关联 表示 类 之 间 的 一 种 关系 , 链 是 
关联 的 实例 ,关联 是 链 的 抽象 。 

角色 : 说 明 类 在 关联 中 的 作用 , 它 位 于 关联 的 端点 。 

受 限 关联 : 两 个 类 及 一 个 限定 词组 成 ,限定 词 是 一 种 特定 的 属性 ,用 来 有 效 地 减少 关联 
的 重 数 ,限定 词 在 关联 的 终端 对 象 集中 说 明 。 限 定 提高 了 语义 的 精确 性 ,增强 了 查询 能 力 ， 
在 现实 世界 中 ,常常 出 现 限定 词 。 

关联 的 多 重 性 : 是 指 类 中 有 和 多少 个 对 象 与 关联 的 类 的 一 个 对 象 相关 。 重 数 常 描述 为 

(3) 类 的 层次 结构 。 

聚集 关系 : 聚集 是 一 种 “整体 -部 分 关系。 在 这 种 关系 中 ,有 整体 类 和 部 分 类 之 分 。 聚 
集 最 重要 的 性 质 是 传递 性 ,也 具有 逆 对 称 性 。 

聚集 可 以 有 不 同 层 次 ,可 以 把 不 同 分 类 聚集 起 来 得 到 一 颗 简单 的 聚集 树 ,聚集 树 是 一 种 
简单 表示 , 比 画 很 多 线 来 将 部 分 类 联系 起 来 简单 得 多 ,对 象 模型 应 该 容易 地 反映 各 级 层次 。 

一 般 化 关系 : 是 在 保留 对 象 差异 的 同时 共享 对 象 相似 性 的 一 种 高 度 抽象 方式 。 它 是 
“一 般 - 具 体 ” 的 关系 。 一 般 化 类 称 为 父 类 ,具体 类 又 能 称 为 子 类 ,各 子 类 继承 了 父 类 的 性 质 ， 
而 各 子 类 的 一 些 共同 性 质 和 操作 又 归纳 到 父 类 中 。 因 此 ,一 般 化 关系 和 继承 是 同时 存在 的 。 

(4) 对 象 模型 。 

模板 : 是 类 、 关 联 一 般 化 结构 的 逻辑 组 成 。 

对 象 模型 : 是 由 一 个 或 若干 个 模板 组 成 。 模 板 将 模型 分 为 若干 个 便于 管理 的 子 块 ,在 
整个 对 象 模型 和 类 及 关联 的 构造 块 之 间 ,模板 提供 了 一 种 集成 的 中 间 单 元 ,模板 中 的 类 名 及 
关联 名 是 唯一 的 。 

2. 动态 模型 

动态 模型 是 与 时 间 和 变化 有 关 的 系统 性 质 。 该 模型 描述 了 系统 的 控制 结构 , 它 表 示 了 
瞬间 的 ,行为 化 的 系统 控制 性 质 , 它 关心 的 是 系统 的 控制 .操作 的 执行 顺序 , 它 表 示 从 对 象 的 
事件 和 状态 的 角度 出 发 ,表现 了 对 象 的 相互 行为 。 

该 模型 描述 的 系统 属性 是 触发 事件 、 事 件 序列 、 状 态 、 事 件 与 状态 的 组 织 。 使 用 状态 图 
作为 描述 工具 。 它 涉及 到 事件 .状态 ,操作 等 重要 概念 。 

事件 : 是 指定 时 刻 发 生 的 某 件 事 。 

状态 : 是 对 象 属性 值 的 抽象 。 对 象 的 属性 值 按 照 影响 对 象 显著 行为 的 性 质 将 其 归并 到 
一 个 状态 中 去 。 状 态 指明 了 对 象 对 输入 事件 的 响应 。 

状态 图 : 是 一 个 标准 的 计算 机 概念 , 它 是 有 限 自动 机 的 图 形 表示 ,这 里 把 状态 图 作为 建 
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立 动态 模型 的 图 形 工具 。 状 态 图 反映 了 状态 与 事件 的 关系 。 当 接收 一 事件 时 ,下 一 状态 就 
取决 于 当前 状态 和 所 接收 的 该 事件 ,由 该 事件 引起 的 状态 变化 称 为 转换 。 

3. 功能 模型 

功能 模型 描述 了 系统 的 所 有 计算 。 功 能 模型 指出 发 生 了 什么 ,动态 模型 确定 什么 时 候 
发 生 ,而 对 象 模型 确定 发 生 的 客体 。 功 能 模型 表明 一 个 计算 如 何 从 输入 值得 到 输出 值 , 它 不 
考虑 计算 的 次 序 。 功 能 模型 由 多 张 数据 流 图 组 成 。 数 据 流 图 用 来 表示 从 源 对 象 到 目标 对 象 
的 数据 值 的 流向 , 它 不 包含 控制 信息 ,控制 信息 在 动态 模型 中 表示 ,同时 数据 流 图 也 不 表示 
对 象 中 值 的 组 织 , 值 的 组 织 在 对 象 模型 中 表示 。 

数据 流 图 中 包含 有 处 理 、 数 据 流 、 动 作对 象 和 数据 存储 对 象 。 

处 理 : 数据 流 图 中 的 处 理 用 来 改变 数据 值 。 最 低层 处 理 是 纯粹 的 函数 ,一 张 完整 的 数 
据 流 图 是 一 个 高 层 处 理 。 

数据 流 : 数据 流 图 中 的 数据 流 将 对 象 的 输出 与 处 理 、 处 理 与 对 象 的 输入 、 处 理 与 处 理 联 
系 起 来 。 在 一 个 计算 机 中 ,用 数据 流 来 表示 一 中 间 数 据 值 ,数据 流 不 能 改变 数据 值 。 

动作 对 象 : 是 一 种 主动 对 象 , 它 通过 生成 或 者 使 用 数据 值 来 驱动 数据 流 图 。 

数据 存储 对 象 : 数据 流 图 中 的 数据 存储 是 被 动 对 象 , 它 用 来 存储 数据 。 它 与 动作 对 象 
不 一 样 ,数据 存储 本 身 不 产生 任何 操作 , 它 只 响应 存储 和 访问 的 要 求 。 


11.2 面向 对 象 的 分 析 


面向 对 象 分 析 的 目的 是 对 客观 世界 的 系统 进行 建 模 。 
对 象 分 析 、 建 立 模型 有 三 种 用 途 : 用 来 明确 问题 需求 ; 为 用 户 和 开发 人 员 提 供 明确 需 
求 ; 为 用 户 和 开发 人 员 提 供 一 个 协商 的 基础 ,作为 后 继 的 设计 和 实现 的 框架 。 


11.2.1 对 象 的 分 析 


系统 分 析 的 第 一 步 是 : 陈述 需求 。 分 析 者 必须 同 用 户 一 块 工作 来 提炼 需求 ,因为 这 样 
才 表 示 了 用 户 的 真实 意图 ,其 中 涉及 对 需求 的 分 析 及 查找 丢失 的 信息 。 


11.2.2 建立 对 象 模 型 


首先 标识 和 关联 ,因为 它们 影响 了 整体 结构 和 解决 问题 的 方法 ,其 次 是 增加 属性 , 进 一 
步 描述 类 和 关联 的 基本 网 络 ,使 用 继承 合并 和 组 织 类 ,最 后 操作 增加 到 类 中 去 作为 构造 动态 
模型 和 功能 模型 的 副产品 。 

1. 确定 类 

构造 对 象 模型 的 第 一 步 是 标 出 来 自问 题 域 的 相关 的 对 象 类 ,对 象 包括 物理 实体 和 概念 。 
所 有 类 在 应 用 中 都 必须 有 意义 ,在 问题 陈述 中 ,并 非 所 有 类 都 是 明显 给 出 的 。 有 些 是 隐 含 在 
问题 域 或 一 般 知识 中 的 。 

根据 下 列 标准 ,去 掉 不 必要 的 类 和 不 正确 的 类 。 

(1) 宛 余 类 : 若 两 个 类 表述 了 同一 个 信息 ,保留 最 富有 描述 能 力 的 类 。 

(2) 不 相干 的 类 : 除 掉 与 问题 没有 关系 或 根本 无 关 的 类 。 

(3) 模糊 类 : 类 必须 是 确定 的 ,有 些 暂 定 类 边界 定义 模糊 或 范围 太 广 。 
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(4) 属性 : 某 些 名 词 描 述 的 是 其 他 对 象 的 属性 , 则 从 暂 定 类 中 删除 。 如 果 某 一 性 质 的 
独立 性 很 重要 ,就 应 该 把 它 归 属 到 类 ,而 不 把 它 作 为 属性 。 

(5) 操作 : 如 果 问 题 陈述 中 的 名 词 有 动作 含义 , 则 描述 的 操作 就 不 是 类 ,但 是 具有 自身 
性 质 而 且 需 要 独立 存在 的 操作 应 该 描述 成 类 。 

2. 准备 数据 字典 

为 所 有 建 模 实体 准备 一 个 数据 字典 ,准确 描述 各 个 类 的 精确 含义 ,描述 当前 问题 中 的 类 
的 范围 ,包括 对 类 的 成 员 、 用 法 方面 的 假设 或 限制 。 

3. 确定 关联 

两 个 或 多 个 类 之 间 的 相互 依赖 就 是 关联 。 一 种 依赖 表示 一 种 关联 ,可 用 各 种 方式 来 实 
现 关 联 , 但 在 分 析 模 型 中 应 删除 实现 的 考虑 ,以 便 设计 时 更 为 灵活 。 关 联 常 用 描述 性 动词 或 
动词 词组 来 表示 ,其 中 有 物理 位 置 的 表示 、 传 导 的 动作 、 通 信 、 所 有 者 关系 、 条 件 的 满足 等 。 
从 问题 陈述 中 抽取 所 有 可 能 的 关联 表述 ,把 它们 记 下 来 ,但 不 要 过 早 去 细 化 这 些 表 述 。 

所 有 可 能 的 关联 ,大 多 数 是 直接 抽取 问题 中 的 动词 词组 而 得 到 的 。 在 陈述 中 ,有 些 动词 
词组 表述 的 关联 是 不 明显 的 。 最 后 ,还 有 一 些 关联 与 客观 世界 或 人 的 假设 有 关 , 必 须 同 用 户 
一 起 核实 这 种 关联 ,因为 这 种 关联 在 问题 陈述 中 找 不 到 。 

使 用 下 列 标准 去 掉 不 必要 和 不 正确 的 关联 : 

(1) 若 某 个 类 已 被 删除 ,那么 与 它 有 关 的 关联 也 必须 删除 或 者 用 其 他 类 来 重新 表述 。 

(2) 删除 所 有 问题 域 之 外 的 关联 或 涉及 实现 结构 中 的 关联 。 

(3) 动作 : 关联 应 该 描述 应 用 域 的 结构 性 质 而 不 是 瞬时 事件 。 

(4) 派生 关联 : 省 略 那些 可 以 用 其 他 关联 来 定义 的 关联 ,因为 这 种 关联 是 宛 余 的 。 

4. 确定 属性 

属性 是 个 体 对 象 的 性 质 ,属性 通常 用 修饰 性 的 名 词 词组 来 表示 。 形 容 词 常常 表示 具体 
的 可 枚 举 的 属性 值 , 属 性 不 可 能 在 问题 陈述 中 完全 表述 出 来 .必须 借助 于 应 用 域 的 知识 及 对 
客观 世界 的 知识 才 可 以 找到 它们 。 只 考虑 与 具体 应 用 直接 相关 的 属性 ,不 要 考虑 那些 超出 
问题 范围 的 属性 。 首 先 找 出 重要 属性 ,避免 那些 只 用 于 实现 的 属性 ,要 为 各 个 属性 取 有 意义 
的 名 字 。 

按 下 列 标准 删除 不 必要 的 和 不 正确 的 属性 : 

(1) 对 象 : 若 实体 的 独立 存在 比 它 的 值 重要 ,那么 这 个 实体 不 是 属性 而 是 对 象 。 在 具 
体 应 用 中 ,具有 自身 性 质 的 实体 一 定 是 对 象 。 

(2) 定 词 : 若 属 性 值 取决 于 某 种 具体 上 下 文 , 则 可 考虑 把 该 属性 重新 表述 为 一 个 限 
定 词 。 

(3) 名 称 : 名 称 常常 作为 限定 词 而 不 是 对 象 的 属性 , 当 名 称 不 依赖 于 上 下 文 关系 时 ,名 
称 即 为 一 个 对 象 属性 ,尤其 是 它 不 惟一 时 。 

(4) 标识 符 : 在 考虑 对 象 模糊 性 时 ,引入 对 象 标 识 符 表示 ,在 对 象 模型 中 不 列 出 这 些 对 
象 标识 符 , 它 是 隐 含 在 对 象 模型 中 ,只 列 出 存在 于 应 用 域 的 属性 。 

(5) 内 部 值 : 若 属性 描述 了 对 外 不 透明 的 对 象 的 内 部 状态 , 则 应 从 对 象 模型 中 删除 该 
属性 。 

(6) 细 化 : 忽略 那些 不 可 能 对 大 多 数 操作 有 影响 的 属性 。 
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5. 使 用 继承 来 细 化 类 

使 用 继承 来 共享 公共 机 构 ,以 此 来 组 织 类 ,可 以 用 两 种 方式 来 进行 。 

(1) 自 底 向 上 通过 把 现 有 类 的 共同 性 质 一 般 化 为 父 类 ,寻找 具有 相似 的 属性 ,关系 或 操 
作 的 类 来 发 现 继承 。 有 些 一 般 化 结构 常常 是 基于 客观 世界 边界 的 现 有 分 类 ,只 要 可 能 ,尽量 
使 用 现 有 概念 。 对 称 性 常 有 助 于 发 现 某 些 丢 失 的 类 。 

(2) 自 顶 向 下 将 现 有 的 类 细 化 为 更 具体 的 子 类 。 有 具体 化 常常 可 以 从 应 用 域 中 明显 看 出 
来 。 应 用 域 中 各 枚 举 字 情 况 是 最 常见 的 具体 化 的 来 源 。 例 如 : 菜单 ,可 以 有 固定 菜单 、 顶 部 
菜单 .弹出 菜单 .下拉 菜单 等 ,就 可 以 把 菜单 类 具体 细 化 为 各 种 具体 菜单 的 子 类 。 当 同一 关 
联 各 出 现 多 次 且 意 义 也 相同 时 ,应 尽量 具体 化 为 相关 联 的 类 。 在 类 层次 中 ,可 以 为 具体 的 类 
分 配属 性 和 关联 。 各 属性 和 都 应 分 配给 最 一 般 的 适合 的 类 ,有 时 也 加 上 一 些 修正 。 

应 用 域 中 各 枚 举 情况 是 最 常见 的 具体 化 的 来 源 。 

6. 完善 对 象 模型 

对 象 建 模 不 可 能 一 次 就 能 保证 模型 是 完全 正确 的 ,软件 开发 的 整个 过 程 就 是 一 个 不 断 
完善 的 过 程 。 模 型 的 不 同 组 成 部 分 多 半 是 在 不 同 的 阶段 完成 的 ,如 果 发 现 模型 的 缺陷 ,就 必 
须 返 回 到 前 期 阶段 去 修改 ,有 些 细 化 工作 是 在 动态 模型 和 功能 模型 完成 之 后 才 开 始 进 行 的 。 

(1) 几 种 可 能 丢失 对 象 的 情况 及 解决 办 法 。 同 一 类 中 存在 毫 无 关系 的 属性 和 操作 , 则 
分 解 这 个 类 ,使 各 部 分 相互 关联 ; 一 般 化 体系 不 清楚 , 则 可 能 分 离 扮演 两 种 角色 的 类 ; 存在 
无 目标 类 的 操作 , 则 找 出 并 加 上 失去 目标 的 类 ; 存在 名 称 及 目的 相同 的 元 余 关 联 , 则 通过 一 
般 化 创建 丢失 的 父 类 ,把 关联 组 织 在 一 起 。 

(b) 查找 多 余 的 类 。 类 中 缺少 属性 ,操作 和 关联 , 则 可 删除 这 个 类 。 

(3) 查找 丢失 的 关联 。 丢 失 了 操作 的 访问 路 径 , 则 加 入 新 的 关联 以 回答 查询 。 


11.2.3 建立 动态 模型 


1. 准备 脚本 

动态 分 析 从 寻找 事件 开始 ,然后 确定 各 对 象 的 可 能 事件 顺序 。 在 分 析 阶 段 不 考虑 算法 
的 执行 ,算法 是 实现 模型 的 一 部 分 。 

2. 确定 事件 

确定 所 有 外 部 事件 。 事 件 包括 所 有 来 自 或 发 往 用户 的 信息 、 外 部 设备 的 信号 、 输 入 、 转 
换 和 动作 ,可 以 发 现 正常 事件 ,但 不 能 遗漏 条 件 和 异常 事件 。 

3. 准备 事件 跟踪 表 

把 脚本 表示 成 一 个 事件 跟踪 表 , 即 不 同 对 象 之 间 的 事件 排序 表 , 对 象 为 表 中 的 列 , 给 每 
个 对 象 分 配 一 个 独立 的 列 。 

4. 构造 状态 图 

对 各 对 象 类 建立 状态 图 ,反映 对 象 接收 和 发 送 的 事件 ,每 个 事件 跟踪 都 对 应 于 状态 图 中 
一 条 路 径 。 


11.2.4 建立 功能 模型 


功能 模型 用 来 说 明 值 是 如 何 计算 的 ,表明 值 之 间 的 依赖 关系 及 相关 的 功能 ,数据 流 图 有 
助 于 表示 功能 依赖 关系 ,其 中 的 处 理应 于 状态 图 的 活动 和 动作 ,其 中 的 数据 流 对 应 于 对 象 图 
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中 的 对 象 或 属性 。 

(1) 确定 输入 值 输出 值 : 先 列 出 输入 、 输 出 值 ,输入 、 输 出 值 是 系统 与 外 界 之 间 的 事件 
的 参数 。 
(2) 建立 数据 流 图 : 数据 流 图 说 明 输出 值 是 怎样 从 输入 值得 来 的 ,数据 流 图 通常 按 层 
次 组 织 。 


11.2.5 确定 操作 


在 建立 对 象 模 型 时 ,确定 了 类 关联、 结构 和 属性 ,还 没有 确定 操作 。 只 有 建立 了 动态 模 
型 和 功能 模型 之 后 , 才 可 能 最 后 确定 类 的 操作 。 


11.3 面向 对 象 的 设计 


面向 对 象 设计 是 把 分 析 阶 段 得 到 的 需求 转变 成 符合 成 本 和 质量 要 求 的 .抽象 的 系统 实 
现 方案 的 过 程 。 从 面向 对 象 分 析 到 面向 对 象 设计 ,是 一 个 逐渐 扩充 模型 的 过 程 。 

瀑布 模型 把 设计 进一步 划分 成 概要 设计 和 详细 设计 两 个 阶段 ,类似 地 ,也 可 以 把 面向 对 
象 设计 再 细 分 为 系统 设计 和 对 象 设计 。 系 统 设计 确定 实现 系统 的 策略 和 目标 系统 的 高 层 结 
构 。 对 象 设计 确定 解 空间 中 的 类 关联 .接口 形式 及 实现 操作 的 算法 。 


11.3.1 面向 对 象 设计 的 准则 


1. 模块 化 

面向 对 象 开发 方法 很 自然 地 支持 了 把 系统 分 解 成 模块 的 设计 原则 : 对 象 就 是 模块 。 它 
是 把 数据 结构 和 操作 这 些 数据 的 方法 紧密 地 结合 在 一 起 所 构成 的 模块 。 

2. 抽象 

面向 对 象 方法 不 仅 支持 过 程 抽象 ,而且 支持 数据 抽象 。 

3. 信息 隐藏 

在 面向 对 象 方法 中 ,信息 隐藏 通过 对 象 的 封装 性 来 实现 。 

4， 低 耦合 

在 面向 对 象 方法 中 ,对象 是 最 基本 的 模块 ,因此 , 斐 合 主要 指 不 同 对 象 之 间 相 互 关联 的 
紧密 程度 。 低 耦合 是 设计 的 一 个 重要 标准 ,因为 这 有 助 于 使 得 系统 中 某 一 部 分 的 变化 对 其 
他 部 分 的 影响 降 到 最 低 程 度 。 

5. 高 内 聚 

(1) 操作 内 聚 ; 

(2) 类 内 聚 ; 

(3) 一 般 - 具 体内 聚 。 


11.3.2 面向 对 象 设计 的 启发 规则 


1. 设计 结果 应 该 清晰 易 懂 
使 设计 结果 清晰 、 易 懂 、 易 读 是 提高 软件 可 维护 性 和 可 重用 性 的 重要 措施 。 显 然 , 人 们 
不 会 重用 那些 他 们 不 理解 的 设计 。 
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好 设计 要 做 到 :(1) 用 词 一 致 ; (2) 使 用 已 有 的 协议 ; (3) 减 少 消息 模式 的 数量 ; (4) 避 上 
免 模 糊 的 定义 。 

2. 一 般 -具体 结构 的 深度 应 适当 

3. 设计 简单 类 

应 该 尽量 设计 小 而 简单 的 类 ,这 样 便 以 开发 和 管理 。 为 了 保持 简单 ,应 注意 以 下 几 点 : 

(1) 避免 包含 过 多 的 属性 ; 

(2) 有 明确 的 定义 ; 

(3) 尽量 简化 对 象 之 间 的 合作 关系 ; 

(4) 不 要 提供 太 多 的 操作 。 

4. 使 用 简单 的 协议 

一 般 来 说 ,消息 中 参数 不 要 超过 三 个 。 

5. 使 用 简单 的 操作 

面向 对 象 设计 出 来 的 类 中 的 操作 通常 都 很 小 ,一 般 只 有 3 至 5 行 源 程序 语句 ,可 以 用 仅 
含 一 个 动词 和 一 个 宾语 的 简单 句子 描述 它 的 功能 。 

6. 把 设计 变动 减 至 最 小 

通常 ,设计 的 质量 越 高 ,设计 结果 保持 不 变 的 时 间 也 越 长 。 即 使 出 现 必须 修改 设计 的 情 
况 ,也 应 该 使 修改 的 范围 尽 可 能 小 。 


11.3.3 系统 设计 


系统 设计 是 问题 求解 及 建立 解答 的 高 级 策略 。 必 须 制定 解决 问题 的 基本 方法 ,系统 的 
高 层 结构 形式 包括 子 系统 的 分 解 、 它 的 固有 并 发 性 . 子 系统 分 配给 硬 软件 ,数据 存储 管理 资 
源 协调 ,软件 控制 实现 、 人 机 交互 接口 。 

1. 系统 设计 概述 

设计 阶段 先 从 高 屋 入 手 , 然 后 细 化 。 系 统 设计 要 决定 整个 结构 及 风格 ,这 种 结构 为 后 面 
设计 阶段 的 更 详细 策略 的 设计 提供 了 基础 。 

(1) 系统 分 解 。 系 统 中 主要 的 组 成 部 分 称 为 子 系统 , 子 系统 既 不 是 一 个 对 象 也 不 是 一 
个 功能 ,而 是 类 、 关 联 、 操 作 、 事 件 和 约束 的 集合 。 

(2) 确定 并 发 性 。 分 析 模 型 现实 世界 及 硬件 中 不 少 对 象 均 是 并 发 的 。 

(3) 处 理 器 及 任务 分 配 。 各 并 发 子 系统 必须 分 配给 单个 硬件 单元 ,要 么 是 一 个 一 般 的 
处 理 器 ,要 么 是 一 个 具体 的 功能 单元 。 

(4) 数据 存储 管理 。 系 统 中 的 内 部 数据 和 外 部 数据 的 存储 管理 是 一 项 重要 的 任务 。 通 
常 各 数据 存储 可 以 将 数据 结构 文件. 数据 库 组 合 在 一 起 ,不 同 数据 存储 要 在 费用 、 访 问 时 
间 、 容 量 及 可 靠 性 之 间 做 出 折衷 考虑 。 

(5) 全 局 资源 的 处 理 。 必 须 确定 全 局 资源 ,并 且 制 定 访问 全 局 资源 的 策略 。 

(6) 选择 软件 控制 机 制 。 分 析 模 型 中 所 有 交互 行为 都 表示 为 对 象 之 间 的 事件 。 系 统 设 
计 必 须 从 多 种 方法 中 选择 某 种 方法 来 实现 软件 的 控制 。 

(7) 人 机 交互 接口 设计 。 

中 设计 中 的 大 部 分 工作 都 与 稳定 的 状态 行为 有 关 , 但 必须 考虑 用 户 使 用 系统 的 交互 
接口 。 
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@ 系统 结构 的 一 般 框架 。 

回 系统 分 解 一 一 建立 系统 的 体系 结构 。 可 用 的 软件 库 以 及 程序 员 的 编程 经 验 。 通 过 
面向 对 象 分 析 得 到 的 问题 域 精确 模型 ,为 设计 体系 结构 葛 定 了 良好 的 基础 ,建立 了 完整 的 
框架 。 

@ 选择 软件 控制 机 制 。 软 件 系统 中 存在 两 种 控制 流 , 外 部 控制 流 和 内 部 控制 流 。 

@ 数据 存储 管理 。 数 据 存储 管理 是 系统 存储 或 检索 对 象 的 基本 设施 , 它 建立 在 某 种 数 
据 存储 管理 系统 之 上 ,并且 隔 离 了 数据 存储 管理 模式 的 影响 。 

@ 设计 人 机 交互 接口 。 在 面向 对 象 分 析 过 程 中 ,已 经 对 用 户 界 面 需求 作 了 初步 分 析 ， 
在 面向 对 象 设计 过 程 中 , 则 应 该 对 系统 的 人 机 交互 接口 进行 详细 设计 ,以 确定 人 机 交互 的 细 
节 , 其 中 包括 指定 窗口 和 报表 的 形式 、 设 计 命令 层次 等 项 内 容 。 


11.3.4 对 象 设计 


1. 对 象 设计 概述 

面向 对 象 设计 是 一 种 软件 设计 方法 ,是 一 种 工程 化 规范 。 面 向 对 象 设计 模式 解决 的 是 
类 与 相互 通信 的 对 象 之 间 的 组 织 关 系 ,包括 它们 的 角色 、 职 责 ,协作 方式 几 个 方面 。 

面向 对 象 设计 模式 是 “好 的 面向 对 象 设计 ” ,所谓 “好 的 面向 对 象 设计 ”是 那些 可 以 满足 
“应 对 变化 ,提高 复 用 ”的 设计 。 

2. 三 种 模型 的 结合 

(1) 获 得 操作 ;(2) 确 定 操 作 的 目标 对 象 。 

三 种 模型 由 对 象 模型 动态 模型 和 功能 模型 组 成 。 功 能 模型 指明 了 系统 应 该 * 做 什么 ”; 
动态 模型 明确 规定 了 什么 时 候 ( 即 在 何 种 状态 下 接受 了 什么 事件 的 触发 ) 做 ; 对 象 模型 则 定 
义 了 做 事情 的 实体 。 在 面向 对 象 方法 学 中 ,对象 模型 是 最 基本 最 重要 的 , 它 为 其 他 两 种 模型 
黄 定 了 基础 ,人 们 依靠 对 象 模型 完成 3 种 模型 的 集成 。 

3. 算法 设计 

算法 设计 包括 5 个 方面 : 设计 算法 .表示 算法 、 确 认 算法 、 分 析 算 法 、 验 证 算法 。 

4. 优化 设计 

优化 设计 是 从 多 种 方案 中 选择 最 佳 方案 的 设计 方法 。 它 以 数学 中 的 最 优化 理论 为 基 
础 ,以 计算 机 为 手段 ,根据 设计 所 追求 的 性 能 目标 ,建立 目标 函数 ,在 满足 给 定 的 各 种 约束 条 
件 下 ,寻求 最 优 的 设计 方案 。 

5. 控制 的 实现 

一 个 类 中 的 方法 或 成 员 的 访问 修饰 符 共 有 四 种 情况 : private、 不 加 修饰 符 、protected、 
public。private 访问 控制 : 表示 该 成 员 或 方法 只 能 在 该 类 的 内 部 访问 。 不 加 修饰 符 : 表示 
该 方法 或 成 员 可 以 在 该 类 的 内 部 、 同 一 包 中 的 其 他 类 (包括 子 类 ) 被 访问 。protected 访问 控 
制 : 表示 该 方法 或 成 员 可 以 在 该 类 内 部 、 同 一 包 中 的 其 他 类 (包括 子 类 )、 其 他 包 中 的 该 类 的 
子 类 中 被 访问 。public 访问 控制 : 无 访问 限制 。 

6. 调整 继承 

要 实现 继承 ,可 以 通过 “继承 ”(Inheritance) 和 “组 合 ”(Composition) 来 实现 。 一 个 子 类 
可 以 继承 多 个 基 类 。 但 是 一 般 情况 下 ,一 个 子 类 只 能 有 一 个 基 类 ,要 实现 多 重 继承 ,可 以 通 
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7. 关联 的 设计 
关联 (Association) 关 系 是 类 与 类 之 间 的 联接 , 它 使 一 个 类 知道 另 一 个 类 的 属性 和 方法 。 
关联 可 以 是 双向 的 ,也 可 以 是 单 向 的 。 在 Java 语言 中 ,关联 关系 一 般 使 用 成 员 变 量 来 实现 。 


11.4 面向 对 象 的 实现 


11.4.1 程序 设计 语言 


1. 选择 面向 对 象 语言 

采用 面向 对 象 方法 开发 软件 的 基本 目的 和 主要 优点 是 通过 重用 提高 软件 的 生产 率 , 因 
此 ,应 该 优先 选用 能 够 最 完善 .最 准确 地 表达 问题 域 语义 的 面向 对 象 语言 。 

在 选择 编程 语言 时 ,应 该 考虑 的 其 他 因素 还 有 : 对 用 户 学 习 面 向 对 象 分 析 、 设 计 和 编 
码 技术 所 能 提供 的 培训 操作 ; 在 使 用 这 个 面向 对 象 语言 期 间 能 提供 的 技术 支持 ; 能 提供 
给 开发 人 员 使 用 的 开发 工具 、 开 发 平台 ,对 机 器 性 能 和 内 存 的 需求 ,集成 已 有 软件 的 容易 
程度 。 

2. 程序 设计 风格 

(1) 提高 重用 性 ; 

(2) 提高 可 扩充 性 ; 

(3) 提高 健壮 性 。 


11.4.2 类 的 实现 


在 开发 过 程 中 ,类 的 实现 是 核心 问题 。 在 用 面向 对 象 风 格 所 写 的 系统 中 ,所 有 的 数据 都 
被 封装 在 类 的 实例 中 。 而 整个 程序 则 被 封装 在 一 个 更 高 级 的 类 中 。 在 使 用 既 存 部 件 的 面向 
对 象 系统 中 ,可 以 只 花费 少量 时 间 和 工作 量 来 实现 软件 。 只 要 增加 类 的 实例 ,开发 少量 的 新 
类 和 实现 各 个 对 象 之 间 互 相通 信 的 操作 ,就 能 建立 需要 的 软件 。 

一 种 方案 是 先 开发 一 个 比较 小 、 比 较 简 单 的 类 ,作为 开发 比较 大 、 比 较 复杂 的 类 的 基础 。 

(1)“ 原 封 不 动 ”重用 。 

(2) 进化 性 重用 。 

一 个 能 够 完全 符合 要 求 特性 的 类 可 能 并 不 存在 。 

(3)“ 废 弃 性 开发 。 

不 用 任何 重用 来 开发 一 个 新 类 。 

(4) 错误 处 理 。 

一 个 类 应 是 自主 的 ,有 责任 定位 和 报告 错误 。 


11.4.3 应 用 系统 的 实现 


应 用 系统 的 实现 是 在 所 有 的 类 都 被 实现 之 后 的 事 。 实 现 一 个 系统 是 一 个 比 用 过 程 性 方 
法 更 简单 .更 简短 的 过 程 。 有 些 实例 将 在 其 他 类 的 初始 化 过 程 中 使 用 ,而 其 余 的 则 必须 用 某 
种 主 过 程 显 式 地 加 以 说 明 ,或 者 当 作 系 统 最 高 层 的 类 的 表示 的 一 部 分 。 

在 C++ 和 C 中 有 一 个 main() 函 数 ,可 以 使 用 这 个 过 程 来 说 明 构 成 系统 主要 对 象 的 那些 


类 的 实例 。 
11.4.4 面向 对 象 测试 


(1) 算法 层 。 

首先 最 好 有 个 参照 标准 ,原理 有 必要 了 解 ,巧妙 地 利用 输入 数据 变化 和 输出 数据 变化 趋 
势 来 做 判 据 。 

(2) 类 层 。 

测试 封装 在 同一 个 类 中 的 所 有 方法 和 属性 之 间 的 相互 作用 。 

(3) 模板 层 。 

测试 一 组 协同 工作 的 类 之 间 的 相互 作用 。 

(4) 系统 层 。 

把 各 个 子 系统 组 装 成 完整 的 面向 对 象 软件 系统 ,在 组 装 过 程 中 同时 进行 测试 。 


11.5 面向 对 象 和 基于 对 象 的 区 别 


很 多 人 没有 区 分 “面向 对 象 ” 和 "基于 对 象 "两 个 不 同 的 概念 。 面 向 对 象 的 三 大 特点 ( 封 
装 ,继承 ,多 态 ) 缺 一 不 可 。 通 常 “ 基 于 对 象 " 是 使 用 对 象 , 但 是 无 法 利用 现 有 的 对 象 模板 产生 
新 的 对 象 类 型 ,继而 产生 新 的 对 象 ,也 就 是 说 “基于 对 象 ” 没 有 继承 的 特点 。 而 “多 态 ” 表 示 为 
父 类 类 型 的 子 类 对 象 实例 ,没有 了 继承 的 概念 也 就 无 从 谈论 “多 态 ”。 现 在 的 很 多 流行 技术 
都 是 基于 对 象 的 ,它们 使 用 一 些 封装 好 的 对 象 ,调用 对 象 的 方法 ,设置 对 象 的 属性 。 但 是 它 
们 无 法 让 程序 员 派 生 新 对 象 类 型 。 它 们 只 能 使 用 现 有 对 象 的 方法 和 属性 。 所 以 当 你 判断 一 
个 新 的 技术 是 否 是 面向 对 象 的 时 候 , 通 常 可 以 使 用 后 两 个 特性 来 加 以 判断 。“ 面 向 对 象 " 和 
“基于 对 象 ”都 实现 了 “封装 ”的 概念 ,但 是 面向 对 象 实现 了 “继承 和 多 态 ”, 而 “基于 对 象 ” 没 有 
实现 这 些 ,的 确 很 绕 口 。 

从 事 面向 对 象 编程 的 人 按照 分 工 来 说 ,可 以 分 为 “类 库 的 创建 者 ”和 “类 库 的 使 用 者 ”。 
使 用 类 库 的 人 并 不 都 是 具备 了 面向 对 象 思想 的 人 ,通常 知道 如 何 继承 和 派生 新 对 象 就 可 以 
使 用 类 库 了 ,然而 我 们 的 思维 并 没有 真正 的 转 过 来 .使 用 类 库 只 是 在 形式 上 是 面向 对 象 ,而 
实质 上 只 是 库 函 数 的 一 种 扩展 。 

面向 对 象 是 一 种 思想 ,是 我 们 考虑 事情 的 方法 ,通常 表现 为 我 们 是 将 问题 的 解决 按照 过 
程 方 式 来 解决 呢 , 还 是 将 问题 抽象 为 一 个 对 象 来 解决 它 。 很 多 情况 下 ,我 们 会 不 知 不 觉 的 按 
照 过 程 方式 来 解决 它 , 而 不 是 考虑 将 要 解决 问题 抽象 为 对 象 去 解决 它 。 
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平面 问题 可 视 化 程序 设计 


本 章 提供 平面 问题 的 可 视 化 通用 程序 ,以 三 节点 三 角形 单元 为 例 。 


12.1 程序 总 体 框架 与 主要 功能 


程序 总 体 框架 如 图 12-1 所 示 。 


程序 主要 功能 如 下 : 原始 数据 | | 计算 处 理 | 一 = | 结果 处 理 | 

(1) 可 以 处 理 两 类 平面 问题 , 即 平面 应 力 问题 
和 平面 应 变 问题 。 图 12-1 程序 总 体 框架 

(2) 可 以 处 理 五 类 载荷 : 节点 集中 力 、 非 节点 集中 力 、 均 布 体力 、 均 布 面 力 、 线 性 分 布 
面 力 。 

(3) 输入 节点 数据 和 单元 数据 时 ,显示 节点 号 .单元 号 .单元 网 格 , 以 便 发 现 数据 错误 及 
时 修改 。 


(4) 原始 数据 可 以 保存 在 数据 文件 中 ,也 可 以 直接 从 数据 文件 读 取 。 
(5) 每 项 原始 数据 都 可 以 随时 修改 。 
(6) 计算 结果 显示 变形 图 、 应 力 ( 应 变 ) 云 图 ,可 调整 显示 比例 ,可 显示 局 部 或 全 部 。 


12.2 原始 数据 准备 及 录入 界面 


1. 原始 数据 

原始 数据 包括 如 下 六 部 分 。 

(1) 各 单元 的 材料 参数 与 几何 参数 ,包括 : 弹性 模 量 、 泊 松 比 厚度 ; 
(2) 求解 问题 的 类 型 ; 

(3) 节点 与 非 节 点 数据 : 点 号 、 点 坐标 (z 坐标 ,y 坐标 ); 

(4) 单元 节点 数据 : 单元 号 、 逆 时 针 排列 的 节点 号 (i.,j,k); 

(5) 边界 条 件 : 被 约束 的 (节点 对 应 的 ) 自 由 度 号 、 位 移 值 ; 

(6) 载荷 数据 : 分 5 类 : 

0 类 一 一 节点 上 作用 的 集中 力 : 节点 号 、Cz,y) 方 向 力 分 量 ; 
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1 类 一 一 非 节点 上 作用 的 集中 力 : 点 号 、(z,y) 方 向 力 分 量 ; 
2 类 一 一 均 布 体力 : Cz,y) 方 向 载荷 集 度 ; 
3 类 一 一 均 布 面 力 : 起 点 号 、 末 点 号 、(z,y) 方 向 载荷 集 度 ; 
4 类 一 一 线性 分 布 面 力 : 起 点 号 (x,y) 方 向 载荷 集 度 , 末 点 号 (zx,y) 方 向 载荷 集 度 。 
2. 录 人 原始 数据 前 的 准备 工作 
(1) 在 直角 坐标 系 中 , 画 出 研究 对 象 ; 
(2) 将 研究 对 象 划分 为 若干 三 角形 单元 ; 
(3) 将 节点 ( 非 节点 ) 编 号 ,将 单元 编号 ; 
(4) 将 载荷 分 类 ,并 计算 z、y 方向 的 分 量 ; 
(5) 根据 节点 编号 记录 约束 的 自由 度 号 和 位 移 值 。 
录入 界面 如 图 12-2 所 示 , 具 体 程 序 参 见 12. 8 节 程序 代码 。 


12-2 原始 数据 录入 界面 


12.3 数据 输入 验证 及 纠 错 


本 节 主 要 介绍 节点 数据 输入 的 添加 按钮 (Button1) 程 序 编制 。 

在 图 12-2 中 ,Label2. text 为 节点 号 ,TextBoxl. text 和 TextBox2. text 为 节点 坐标 。 
为 了 使 数据 在 列表 框 ListBoxl 中 对 齐 , 将 节点 号 和 节点 坐标 作为 字符 串 进行 一 些 处 理 , 另 
外 每 添加 一 个 节点 坐标 ,节点 号 自动 加 1。 程 序 如 下 : 


Private Sub Button1_Click(BYVal sender As System. Object, ByVal e As System. EventArgs) Handles 
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Button1. Click 
Dim strtmp As String 
strtmp = Space(3 — Len(Label2.Text)) & Label2. Text. Trim & Space(12 — Len(TextBoxl. Text)) 
& TextBox1. Text. Trim & Space(12 — Len(TextBox2. Text) ) & TextBox2. Text. Trim 
ListBox1. Items. Add( strtmp) 
Label2. Text = Label2.Text + 1 
End Sub 


为 了 使 程序 能 判断 所 输入 的 坐标 值 是 数字 (不 是 字母 文字 ) ,将 上 面 程序 做 如 下 修改 。 


Private Sub Buttonl Click(ByVal sender As System. Object, ByVal e As System. EventArgs) Handles 
Button1. Click 
Dim strtmp As String 


Label2. Text = ListBoxl. Items.Count + 1 ' 节 点 号 = 列表 框 中 节点 个 数 +1 
If Not IsNumeric(TextBoxl. Text) Then ' 判 断 x 坐 标 文本 框 中 的 内 容 是 不 是 数字 ， 
不 是 数字 清空 
TextBoxl. Text = "" 
End If 
If Not IsNumeric(TextBox2. Text) Then "判断 Y 坐 标 文本 框 中 的 内 容 是 不 是 数字 ， 
不 是 数字 清空 
TextBox2. Text = "" 
End If 
If IsNumeric(TextBox1. Text) hnd IsNumeric(TextBox2. Text) Then  ' 坐 标 x,y 均 是 数字 , 添 入 


列表 框 中 
strtmp = Space(3 — Len(Label2. Text)) & Label2. Text.Trim & Space(12 - Len(TextBoxl1. Text)) 
& TextBox1. Text. Trim & Space(12 — Len(TextBox2. Text) ) & TextBox2. Text. Trim 
ListBox1. Items. Add( strtmp) 


Label2. Text = Label2.Text + 1 ' 节 点 号 加 1 
Button2. Enabled = False "修改 按钮 不 可 用 状态 
Panel1.Refresh() "单元 网 格 图 刷新 重 画 
End If 
End Sub 


发 现 输入 数据 错误 , 需 鼠 标 选中 坐标 列表 框 (listboxl) 中 的 错误 数据 ,将 其 提取 出 来 , 修 
改 后 点 击 修改 按钮 (Button2)。 修 改 按钮 与 添加 按钮 类 似 , 只 需 将 ListBoxl. Items. Add 
(strtmp) 语 句 改 为 ListBoxl. Items. Item(ListBoxl. SelectedIndex) 二 strtmp 即 可 。 

鼠标 点 击 坐标 列表 框 的 程序 如 下 : 


Private Sub ListBoxl_SelectedIndexChanged(BYVal sender As System. Object, ByVal e As Systenm. 
EventArgs) Handles 
ListBoxl. SelectedIndexChanged 
If ListBox1. SelectedIndex > = 0 Then 
Label2. Text = ListBoxl. SelectedItem.ToString. Substring(0，3).Trim 
TextBox1. Text = ListBox1. SelectedItem. ToString. Substring(3，12) .Trim 
TextBox2. Text = ListBox1. SelectedItem. ToString. Substring(15，12) .Trim 
Button2. Enabled = True ' 修 改 按钮 可 用 状态 
End If 
End Sub 
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单元 节点 数据 ` 载 荷 数据 ,边界 条 件数 据 的 处 理 与 节点 坐标 数据 程序 类 似 , 只 需 调 整 对 
齐 参数 即 可 。 


12.4 单元 网 格 图 及 计算 结果 的 显示 


12.4.1 单元 网 格 图 显示 程序 


单元 网 格 图 程序 由 Panell_Paint 实现 ,主要 完成 如 下 工作 : 找到 zx、y 坐标 的 最 大 值 和 
最 小 值 ; 计算 出 坐标 在 panell 中 的 缩放 系数 ; 将 各 节点 坐标 转换 为 panell 中 的 像 数 坐标 ; 
根据 单元 节点 数据 ,依次 将 每 个 单元 画 出 ; 画 zy 坐标 轴 ; 夯 单 元 号 、 节 点 号 。 
设 定 最 大 最 小 x、y 坐标 初 值 : maxx 一 一 99999: maxy 二 一 99999: minx 一 99999 ， 
miny 一 99999 
listboxl 的 行 数 即 是 点 的 个 数 ,从 listboxl 中 获取 各 点 zx、y 坐标 存 人 zy 数组 ,程序 代 
人 码 如 下 : 
nn = ListBoxl.Items.Count 
Fori=1Ton 
x(i) = FormatNumber(ListBox1. Items. Item(i — 1).ToString. Substring(3, 12).Trim) 
Y(i) = FormatNumber(ListBoxl. Items. Item(i — 1).ToString. Substring(15, 12).Trim) 
Next 
寻找 到 x,y 坐标 的 最 大 最 小 值 


FEor ji = 1 To nn 


If x(i) > maxx Then maxx = x(i) 

If x(i) < minx Then minx = x(i) 

If y(i) > maxy Then maxy = y(i) 

If y(i) < miny Then miny = y(i) 
Next 
求 像素 尺寸 与 实际 尺寸 的 比例 系数 ,程序 代码 如 下 : 
11 = Panell.Width / ((maxx — minx) * 1.2) 


12 = Panell.Height / ((maxy — miny) * 1.2) 
If 12 < 11 Then 11 = 12 


将 各 点 坐标 转换 为 像素 坐标 xt,yt', 在 画布 相应 位 置 显示 点 号 ,程序 代码 如 下 : 
0.1 * (maxx 一 minx) * 11 'xs, ys 为 画布 绘图 区 域 左 上 角 点 横 纵 坐 标 


XS 


XS 
ys 
For i = 1 To mn 

xt(i) = xs + (x(i) 一 minx) * 11 

yt(i) = ys + (maxy — y(i)) * 11 

g. DrawString(i. ToString, heiti, ztbrush, xt(i), yt(i)) 
Next 


从 listbox2 中 获取 单元 节点 号 , 按 顺 序 画 直线 ,首尾 连接 ,形成 三 角形 ,在 三 角形 形 心 处 
显示 单元 号 ,程序 代码 如 下 : 


mm = ListBox2. Items. Count 
Fori= 1 To mm 
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ii = FormatNumber(ListBox2. Items. Item(i — 1).ToString. Substring(3, 8).Trim) 
jj = FormatNumber(ListBox2. Items. Item(i — 1).ToString. Substring(11, 8).Trim) 
kk = FormatNumber(ListBox2. Items. Item(i — 1).ToString. Substring(19, 8).Trim) 
g. DrawLine(mypen, xt(ii), yt(ii), xt(jj), yt(jj)) 
g. DrawLine(mypen, xt(jj), yt(jj), xt(kk), yt(kk)) 
g. DrawLine(mypen, xt(kk), yt(kk), xt(ii), yt(ii)) 
wx = (xt(ii) + xt(jj) + xt(kk)) /3 
YYY = (yt(ii) + yt(jj) + yt(kk)) /3 
g. DrawString(i. ToString, heiti, ztbrushl, xxx, yyy) 

Next 


最 后 将 坐标 轴 夯 出 ,并 标 x、y ,程序 代 码 如 下 : 


x0 = xs 一 minx x* 11 

g. DrawString("y", heiti, New SolidBrush(Color. Black), x0, Panell. Height / 20) 

g. DrawLine(xypen, x0, 0, x0, Panell.Height) 

Y0 = ys + maxy * 11 

g. DrawString("x", heiti, New SolidBrush(Color.Black), 19 * Panell.Width / 20, y0) 
g. DrawLine(xypen, 0, y0, Panell.Width, y0) 


以 上 为 主要 代码 段 ,完整 代码 参阅 12. 8 节 程 序 代码 。 
12.4.2 节点 位 移 图 显示 程序 


节点 位 移 图 在 一 新 窗 体 上 显示 ,由 该 窗 体 的 Panell_Paint 实现 。 绘 图 前 ,将 位 移 按 给 
定 的 比例 放大 (比例 系数 可 任意 填写 ) ,再 将 其 转换 为 像素 尺寸 ,然后 将 变形 前 后 的 单元 网 格 
图 以 不 同 的 颜色 线条 画 出 。 另 外 ,鼠标 程序 可 以 选 定 放大 区 域 。 画 法 与 单元 网 格 图 显示 程 
序 相 似 , 参 阅 12. 8 节 程序 代码 。 


12.4.3 单元 应 力图 显示 程序 


单元 应 力图 有 三 个 ,zx 方向 和 y 方向 正 应 力 以 及 与 x 轴 垂 直面 上 y 方向 切 应 力 , 三 个 图 
画 法 一 样 , 只 是 填充 的 颜色 值 由 应 力 值 来 确定 。 因 此 编写 一 个 类 ,由 该 类 生成 三 个 对 象 
即 可 。 

最 小 应 力 (应 变 ) 与 最 大 应 力 (应 变 ) 对 应 的 颜色 值 分 别 为 Argb(255,255,0,0), Argb 
(255,0,0,255)。 

应 力 ( 应 变 ) 颜 色 棒 的 绘制 : 

Dim linGrBrush As New LinearGradientBrush(New Point(20, yst), New Point(20, yst + hh),Color. 

FromArgb(255, 255, 0, 0), Color.FromArgb(255, 0, 0, 255)) 

e. Graphics. FillRectangle(linGrBrush, xst, yst, 10, hh) 

在 单元 应 力 列表 框 中 寻找 最 大 、 最 小 值 ,下 面 代码 中 的 lsgm 为 应 力 识别 码 ,1 为 x 方向 
正 应 力 ,2 为 y 方 向 正 压力 ,3 为 与 x 轴 垂 直面 上 y 方向 切 应 力 (或 与 y 轴 垂 直面 上 z 方向 
切 应 力 )。 

Fori= 1 To mm 


sgm(i) = Val(Form2.ListBox6. Items. Item(i 一 1).ToString. Substring(3 + (lsgm 一 1) * 
12, 12). Trim) 
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If mins > sgm(i) Then mins = sgm(i) 
If maxs < sgm(i) Then maxs = sgm(i) 


Next NN 


各 单元 应 力 (应 变 ) 转 换 为 颜色 值 代码 : 


rr = 255 * (sgm(i) — mins) / (maxs — mins) 
bb = 255 * (maxs — sgm(i)) / (maxs — mins) 
colorl = Color.FromArgb(255, rr, 0, bb) 


绘制 单元 并 填充 相应 颜色 代码 


points(0) = New Point(xt(ii), yt(ii)) 
points(1) = New Point(xt(jj), yt(jj)) 
points(2) New Point(xt(kk), yt(kk)) 

xxx = (xt(ii) + xt(jj) + xt(kk)) /3 

yyy = (yt(ii) + yt(jj) + yt(K)) /3 

Dim brushl As New SolidBrush(color1) 

g. FillPolygon(brushl, points) 

g. DrawPolygon( mypen, points) 

g. DrawString(i. ToString, zt, ztbrush, xxx, yyy) 


以 上 为 主要 代码 段 片段 ,完整 代码 参阅 12. 8 节 程 序 代码 。 


12.5 ”原始 数据 生成 与 保存 


原始 数据 包括 : 节点 坐标 .单元 节点 排 号 .载荷 数据 ` 约 束 数据 (多 组 数据 ); 还 有 材料 
常数 .厚度 .问题 类 型 (单个 数据 ), 由 于 数据 较 多 可 能 一 次 输 不 完 , 因 此 需要 保存 数据 到 
文件 。 

保存 数据 程序 代码 如 下 : 


SaveFileDialog1.Filter = "txt files (*.txt)| *.txt|All files (#*.x)|x*.x*" 
SaveFileDialogl. RestoreDirectory = True 
SaveFileDialogl. FilterIndex = 1 
If SaveFileDialog1. ShowDialog() = DialogResult.OK Then 

Dim fs As I0. FileStream = SaveFileDialog1.0penFile 
Dim sw Rs New I0. StreamWriter(fs) 
sw. WriteLine("/ 各 点 坐标 /") 
For i = 0 To ListBoxl. Items.Count — 1 
sw. WriteLine(ListBoxl. Items. Item(i)) 
Next 
sw. WriteLine("/ 单 元 节点 编号 /") 
For i = 0 To ListBox2. Items.Count — 1 
sw. WriteLine(ListBox2. Items. Item(i)) 
Next 
sw. WriteLine("/ 载 荷 数据 /") 
For i = 0 To ListBox3. Items.Count — 1 
sw. WriteLine(ListBox3. Items. Item(i) & " * ") 
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Next 
sw. WriteLine("/ 边 界 条 件 /") 
For i = 0 To ListBox4. Items.Count — 1 
sw. WriteLine(ListBox4. Items. Item(i)) 
Next 
sw. WriteLine("/ 材 料 数据 及 问题 类 型 /") 
Dim str Rs String = "" 
str = Space(3) & TextBox12.Text.Trim & Space(5) & TextBox13. Text. Trim & Space(5)_ 
& TextBox17. Text. Trim & 
Space(5) & ComboBox2. SelectedIndex. ToString 
sw. WriteLine(str) 
sw. Close( ) 
fs.Close() 
End If 


从 文件 读 取 数 据 到 程序 ,使 用 打开 文件 对 话 框 方式 读 取 数据 。 也 可 能 数据 文件 是 手工 
生成 ,可 能 会 出 现 格式 错误 ,所 以 读 取 文件 数据 时 ,程序 需要 检查 错误 。 代 码 参阅 12. 8 节 程 


序 代码 。 


12.6 计算 部 分 处 理 框图 


程序 计算 部 分 框图 如 图 12-3 所 示 。 


对 所 有 单元 循环 


计算 单元 刚度 矩阵 


计算 单元 等 效 节点 载荷 


组 集 整 体 刚 度 矩 阵 与 履 体 节点 载荷 向 量 ] 


入 约束 修正 整体 刚度 


和 矩阵 与 整体 节点 载荷 向 量 
解约 束 方程 组 


求 位 移 、 应 力 


图 12-3 程序 计算 部 分 框图 


12.7 算 例 


使 用 本 程序 分 析 受 内 压 厚 壁 圆 简 的 位 移 与 应 力 。 按 平面 应 变 问题 处 理 ,如 图 12-4(a) 为 
有 限 元 分 析 模 型 ,网 格 划分 如 图 12-4(b) 所 示 。 设 材料 的 弹性 模 量 为 0.1X10*MPa, 泊 松 比 
为 0.25, 板 厚 为 Imm, 均 布 载 荷 集 度 为 g 二 100N/mm? 。 图 中 单位 为 mm。 
节点 编号 .单元 编号 如 图 12-4(b) 所 示 。 
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图 12-4 平面 问题 算 例 


各 节点 坐标 如 下 : 

1 0 200 
2 76.537 184.776 
3 141. 420 141. 420 
4 184.776 76. 537 
5 200 0 
6 0 250 
I 95. 671 230. 970 
8 176.777 176.777 
9 230. 970 95. 671 
10 250. 000 0. 000 
11 0. 000 300. 000 


载荷 处 理 后 

1 节点 工 方向 761. 20,y 方向 3826. 83 

2 节点 工 方向 2928. 92,y 方 向 7071.06 

3 节点 工 方向 5411. 96,y 方 向 5411. 96 

4 节点 工 方向 7071.06,y 方 向 2928. 92 

5 节点 工 方向 3826. 83,y 方 向 761.20 
边界 条 件 

1 自由 度 位 移 0.0,10 自由 度 位 移 0.0,11 自由 度 位 移 0.0,20 自由 度 位 移 0.0,21 自由 度 
位 移 0.0,30 自由 度 位 移 0.0。 

可 视 化 输入 界面 如 图 12-5 所 示 。 图 12-6 为 位 移 放 大 图 ,图 12-7 至 图 12-9 为 应 力 云 

图 。 可 视 化 程序 代码 参见 12. 8 节 。 
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12-5 算 例 输 入 与 结果 显示 界面 


12-6 位移 情况 图 与 应 力 .or 情况 图 


一 一 
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图 12-7 X 方 向 正 应 力 云图 


图 12-8 立方 向 正 应 力 云图 
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图 12-9 切 应 力 云图 


12.8 程序 代码 


程序 由 一 个 父 窗 体 包 含 三 个 子 窗 体 构成 : 原始 数据 录入 及 结果 数据 子 窗 体 ; 应 力 色彩 
图 子 窗 体 ; 变形 图 子 窗 体 。 
程序 代码 请 访问 如 下 网 址 或 者 扫描 二 维 码 。 


http://www. wqyunpan. com/resourceDetail. html? id = 66421&openId = oUgl9wRaCGGjpUJi8MfxhyWp- 
7s90gqrcodeId= 58827&code = &state = &rightStatus=0 
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